ROZDZIAL 3

Elementy rézniczkowania funkcji wielu
zmiennych

Pojecia i fakty podane w tym ustepie sa przypomnieniem lub uzupelnieniem odpowiednich
definicji i twierdzen z analizy matematycznej, dotyczacych w szczegdlnosci rézniczkowania funkceji
wielu zmiennych.

3.1 Podstawowe oznaczenia, definicje i fakty

Funkcja ¢ : R — R jest wielkoscig rzedu o(t), gdy lim; g @ =0.

Funkcja ¢ : R — R jest wielkoscia rzedu O(t), gdy |q(t)] < m|t| dla pewnej stalej m > 0.
Funkcja f : R"— R jest koercytywna (ang. coercive), jesli lim,— o0 f(2) = +00.

Operator F' : R" — R™ jest ciqgly w sensie Lipschitza (ang. Lipschitz continuous) jeSli
istnieje stata L > 0 taka, ze

[1F(z) = Fy)ll < Llz —y.
Moéwimy réwniez, ze F' jest operatorem L-lipschitzowskim.

Jesli istnieja wszystkie pochodne czastkowe funkcji f : R™ — R, to wektor

o(a) = V@) = (5 @), 5 @)

nazywamy gradientem (ang. gradient) funkcji f w punkcie x (dla skrécenia zapisu bedziemy
uzywat konwencji g = g(z), g* = g(z*), ' = g(2'), gr = g(zk), itd.). Zgodne z przyjeta
konwencja, gradient V f(x) identyfikujemy z wektorem kolumnowym, tzn.

V() = [S—im, (@)

Jesli istniejg wszystkie pochodne czastkowe rzedu drugiego funkcji f : R™ — R, to macierz

2h@) o (@)
Ga) = V(@) =V(Vi@)) =] . . .

nazywamy macierzq Hessego albo hesjanem (ang. Hessian or Hesse matriz) funkcji
f : R"— R w punkcie = (dla skrécenia zapisu bedziemy uzywaé¢ konwencji G = G(x),
G*=G(z"), G' = G(2), Gy = G(xy), itd.).
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e Jedli pochodne czgstkowe rzedu drugiego funkcji f sa ciagle w punkcie , to hesjan V2 f(z)
jest macierzg symetryczna, (twierdzenie Sylwestra).

e Niech h : R — R™, czyli h = (hq,..., hy), gdzie h; : R* — R, j = 1,2,...,n, sa
funkcjami posiadajacymi wszystkie pochodne czastkowe. Macierz

g—g;(a;) %(:{:)
G(a) o Ge(w)

nazywamy macierzq Jacobiego odwzorowania h w punkcie z € R". Jej transpozycje oz-
naczamy symbolem Vh. Zachodzg wiec réwnosci

g—g(x) %th(x)
Vh(z) = [Vhi(2),..., Vhy(z)] =

Wierszami macierzy Jacobiego (kolumnami macierzy Vh) sa gradienty poszczegdlnych
funkcji h;, i = 1,2, ...,m.

e Wektor V,r(7,9) = (Z(z,7), ..., 2 (7, 7)) oznacza gradient funkcji 7 : R* x R™— R w

8_:1:1 s Dan

punkcie (z,y) wzgledem z € R",

e Macierz V,p(z,y) = (Vp1(Z,7), ..., Vo (T, 7)) oznacza transpozycje macierzy Jacobiego
odwzorowania p : R"” x R™— R", p = (py, ..., p,) w punkcie (Z,7) € R" x R™ wzgledem
r € R",

e Macierz V2 7(z, ) = V.(V,r(z,7)T) oznacza hesjan funkcji r : R* x R™— R w punkcie
(Z,y) wzgledem x € R™.
3.2 Funkcje rézniczkowalne i ich wlasnoSci
Definicja 3.2.1 Niech f : R" — R i niech 7, s € R". Granice

o JE 1) = £(@)

t10 t

nazywamy pochodng kierunkowaq (ang. directional derivative) funkeji f w punkcie z w kierunku
wektora s i oznaczamy ja symbolem f’(Z,s). Podobnie definiujemy pochodng kierunkows odw-
zorowania h : R — R™.

Definicja 3.2.2 Funkcja f : R" — R nazywa sie réiniczkowalna (w sensie Frécheta) (ang.
Fréchet differentiable) w punkcie z € R™, jesli istnieje wektor g € R”, taki ze

fla+d) = f(z) +g"d + o(l|d]), (3.1)

gdzie d € R™.

Uwaga 3.2.3 7 powyzszej definicji wynika, ze pochodna kierunkowa funkcji rézniczkowalnej f
ma postat f'(z,s) = Vf(z)7s.
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Twierdzenie 3.2.4 Jesli funkcja f : R* — R jest rézniczkowalna w punkcie z, to istnieje
gradient V f(x) i zachodzi réwnosé

fla+d) = f(z) + Vf(x)'d+o(|d]),
gdzie d € R™.

Uwaga 3.2.5 W przeciwienstwie do funkcji jednej zmiennej, z istnienia gradientu nie wynika
rézniczkowalnosc funkcji. Nawet funkcja nieciagta moze posiada¢ wszystkie pochodne czastkowe,
np. funkcja f : R? — R okreslona nastepujaco

] 0, gdya=0luby=0
f(x,y)—{ 1, poza tym,

posiada obie pochodne czastkowe w punkcie (0,0), a jest w tym punkcie nieciagta.

Definicja 3.2.6 Odwzorowanie h : R” — R™ nazywa si¢ rézniczkowalne (w sensie Frécheta)
w punkcie x € R", jesli istnieje macierz J typu m x n taka, ze

h(z +d) = h(x) + Jd + o(||d]|), (3.2)
gdzie d € R™.

Twierdzenie 3.2.7 Jesli odwzorowanie h : R™ — R™ jest rozniczkowalne w punkcie x € R",
to istnieje macierz Jacobiego Vh(x)T i zachodzi réwnosé

h(z +d) = h(z) + Vh(z)"d + o(||d]]), (3.3)
gdzie d € R™.

Twierdzenie 3.2.8 (o rézniczkowalnoS$ci funkcji ztozonej) Jesli funkcja h : R — R™
jest rézniczkowalna w punkcie x € R™ 1 funkcja f : R™ — R jest rézniczkowalna w punkcie
h(z), to funkcja f o h jest rézniczkowalna w punkcie x i zachodzi réwnosé

V(foh)(x)=Vh(x)-Vf(h(z)). (3-4)

Po prawej stronie powyzszego wzoru wystepuje mnozenie macierzy, wiec ich kolejnosc jest
wazna. W niektorych podrecznikach gradienty zapisuje si¢ jako wektory wierszowe, co wraz z
wlasnoScig transpozycji macierzy powoduje, ze we wzorze (3.4) zamienia sie kolejno$¢ macierzy
wystepujacych po prawej stronie. Wzoér (3.4) jest prawdziwy réwniez w przypadku, gdy f :
R™ — RP. Wéwczas V f(y)T jest macierza Jacobiego funkcji f w punkcie y € R™.

Wzér (3.4) odgrywa wazna role w uczeniu maszynowym, szczegélnie w sieciach neuronowych.
Poniewaz sie¢ jest ztozeniem poszczegblnych warstw, jej gradient jest iloczynem gradientéw /macierzy
Jacobiego odpowiadajacych za poszczegélne warstwy z uwzglednieniem gradientéw tzw. funkcji
aktywacyjnych.

Whiosek 3.2.9 Jesli u,v : R* — R™ sq réiniczkowalne w punkcie © € R™, to funkcja u'v :
R™ — R jest rozniczkowalna w punkcie x i zachodzi wzor:

V(u"v)(z) = Vu(z) - v(x) + Vo(z) - u(z).

Jesli ponadto u,v sq dwukrotnie réiniczkowalne w punkcie x € R”, to u'v jest dwukrotnie
rozniczkowalna w punkcie x 1 zachodzi wzor:

V2 (u'v)(z) = Vo(x) - Vu(2)" + Vu(z) - v(z) + Vu(z) - Vo(z)' + V2(z) - u(z).
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Dowéd. Wystarczy okresli¢ funkcje b : R — R?*™, h(z) = (u(z),v(x)) i funkcje f : R*™ —
R, f(y) = MNpmar + -+ DnNam, gdzie y = (1, ..., 0,) 1 skorzystac z twierdzenia 3.2.8. Szczegoty
pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie. m

Definicja 3.2.10 Funkcja f : R — R nazywa sie¢ rézniczkowalna w obszarze D C R", jesli
jest ona rézniczkowalna w kazdym punkcie tego obszaru. Funkcja f nazywa sie funkcja klasy
Ci(z) ( C1(D)), jesli gradient V f jest odwzorowaniem ciaglym (lub inaczej pochodne czastkowe
sa ciagle) w punkcie x (w obszarze D). Jedli gradient ten jest odwzorowaniem rézniczkowalnym
w punkcie = (w obszarze D), to méwimy, ze funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie
x (w obszarze D). Jedli hesjan jest odwzorowaniem ciaglym (lub inaczej pochodne czastkowe
rzedu drugiego sa ciaglte) w punkcie x (w obszarze D), to méwimy, ze funkcja f jest klasy Cy(z)

(C2(D)).

Podobnie definiuje sie funkcje klasy Cy(x) (Cx(D)). W definicji 3.2.10 ograniczyliémy sie do
co najwyzej dwukrotnej rézniczkowalnoéci funkcji wielu zmiennych, gdyz w dalszych rozwazani-
ach zazwyczaj uzywac bedziemy funkcji co najwyzej klasy Cs.

Ponizej przypominamy rozwiniecia Taylora dla funkcji jednej zmiennej. Postaci te wystarczg,
do przedstawienia odpowiednich rozwinie¢ Taylora dla funkcji wielu zmiennych.

Twierdzenie 3.2.11 Jesli funkcja q : R — R jest k-krotnie rézniczkowalna na przedziale
[z, + h], to zachodzi réunosé

a4 1) = a(e) + o @h+ 50" @ + .+ 22g® @+ ofh) (3.5)

Twierdzenie 3.2.12 Jesli funkcja q : R — R jest (k+1)-krotnie rézniczkowalna na przedziale
[,z + h], to istnieje liczba A € (0,1) taka, ze

df+h) = a(e) + ¢ @)+ 3a" @I + g ® (@) +

5 "V (@ AR (3.6)

AL CEm]

Ro6wnosé (3.5) nosi nazwe rozwiniecia funkcji ¢ we wzér Taylora z resztq Peana, za$ réwnosé
(3.6) nosi nazwe rozwiniecia funkcji ¢ we wzor Taylora z resztq Lagrange’a.

Cwiczenie 3.2.13 Niech f bedzie funkcja okreSlona na przestrzeni R". Wyznaczy¢ gradi-
ent /macierz Jacobiego oraz hesjan dla podanych funkcji:

(a) f:R" =R, f(z) = a’x, gdzie a € R™;
(b) f:R"— R™, f(x) = Ax, gdzie A jest macierza typu m X n;

(c) p: R" - R, p(z) = sTVf(x), gdzie s € R" i f : R" — R jest funkcja dwukrotnie
rézniczkowalna;
(d) f:R" =R, f(x) = 2T Az, gdzie A jest macierza typu n x n;

(e) f:R" =R, f(z) = 22" Az + bz + ¢, gdzie A jest macierzg symetryczng, b € R" i c € R

(czyli f jest funkcja kwadratowa);

f) f:R" =R, f(z) = %HAyc — b||?, gdzie A jest macierza typu m x n, za$ b € R™;
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(g) f:R" = R",

Ty

(f(x)): = W

(tzw. funkcja softmax);
(h) f:R—R, f(z) =In(1 + exp(z)) (tzw. funkcja sigmoidalna);

() [ R—R,
1
f(w) = 1+ exp(—x)
(tzw. logistyczna funkcja sigmoidalna).
Uwaga 3.2.14 Z postaci gradientu dla funkcji kwadratowej (éwiczenie 3.2.13(e)) wynika, ze

g(x) = g(y) = G(x)(r — y).

Innymi stowy, dla funkcji kwadratowej hesjan odwzorowuje przyrost argumentu w przyrost gra-
dientu.

Niech f : R® — R i niech z € R". Dalej niech A~ : R — R" bedzie odwzorowaniem
okreslonym nastepujaco h(t) = T + ts dla s € R" i t € R. Zdefiniujmy funkcje ¢ : R — R
wzorem

q(t) = (f o h)(t) = f(7 + ts).

Funkcja ¢ okre$la wiec zachowanie funkcji f na prostej o réwnaniu x = Z + ts. JeSli funkcja f
jest rézniczkowalna w punkcie x, to na mocy twierdzenia 3.2.8 mamy

q(t) = Vh(t) - Vf(h(t) = TV f(z) = Vf(z)Ts.

Jesli ponadto f jest dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie x, to przez powtdérne zastosowanie
tego twierdzenia otrzymamy

¢"(t) = (d (1) = s"V(Vf(2)"s) = s"Vf(2)s.

Wielko$¢ ¢/ (t) nazywamy nachyleniem funkcji f w punkcie x wzdtuz prostej h(t) = T + ts, za$
wielko$¢ ¢ (t) — krzywizng funkcji f w punkcie z wzdtuz prostej h(t) = T + ts. Oznaczmy teraz
d = ts. Wektor d mozemy wiec traktowac jako przyrost argumentu: d = z — . Rozwijajac
funkcje ¢ we wzér Taylora z reszta Peana (3.5) dla k = 1 w otoczeniu punktu 0, otrzymamy przy
zalozeniu rézniczkowalnosci funkcji ¢ na odcinku [0, ¢],

q(t) = q(0) +t4'(0) + oft).

Jesdli wiec funkcja f jest rézniczkowalna w otoczeniu punktu Z, to otrzymamy nastepujace
rozwiniecie Taylora z reszta Peana

f(@+ts) = f(z)+ts'Vf(z) +o(t)

lub inaczej
f(@+d) = f(z) +d"Vf(z) + o(||d])-

Z kolei rozwijajac funkcje ¢ we wzor Taylora z reszta Peana (3.5) dla k = 2 w otoczeniu punktu
0, otrzymamy, przy zatozeniu dwukrotnej rézniczkowalnosci funkcji ¢ na przedziale [0, t]:

o) = 4(0) + 14 (0) + 574(0) + of?).
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Jesli wiec funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna na odcinku [z, T + ts], to otrzymamy
nastepujace rozwinigcie Taylora z reszta Peana

f(Z+ts) = f(z) +ts"Vf(z)+ %t2STV2f(J_3)S + o(t?)

lub inaczej
f@+d) = f(z) +d"V f(z) + %dTWf(fT?)d +o([ldl*).

Podobnie, korzystajac ze wzoru (3.6), otrzymuje sie rozwiniecia funkcji ¢ we wzér Taylora z
reszty Lagrange’a:
f(x) = f(@) +d"Vf(z + \d)

f(@+d)=f@)+d"Vf(z)+ %dTVQf(a: + Ad)d
dla pewnego A € (0,1).
Definicja 3.2.15 Funkcje liniows f : R* — R okre$lona wzorem
fl@) = f(@)+ V@) (z-2)
nazywamy linearyzacjq (ang. linearization) funkcji f w punkcie .

Wykresem linearyzacji jest hiperplaszczyzna styczna do wykresu funkcji f w punkcie 7.
Twierdzenie 3.2.4 moéwi, ze f(x) rézni sig od f(x) o o(||z — Z||).

Definicja 3.2.16 Funkcje kwadratowsa f; : R®" — R okreslong wzorem
u 1

fl@) = 5@ =)'V f(@)(x —2) + V(@) (& = 2) + f(2)

nazywamy przyblizeniem kwadratowym (ang. quadratic approximation) funkcji f w punkcie z.

Podobnie mozemy wyprowadzi¢ rozwinigcie Taylora dla odwzorowania V f. Otrzymamy wéw-
czas

Vi(@+d)=Vf(@)+ Vf(Z)d+o(|d])

lub inaczej

Vi) = V(@) = V(@)@ - 7) + oz - 7]),

czyli hesjan odwzorowuje ,w przyblizeniu” réznice argumentéw w réznice gradientéw. Jak
zauwazyliSmy wczeéniej (patrz uwaga 3.2.14), dla funkcji kwadratowej f odwzorowanie to jest
dokladne.

Definicja 3.2.17 Kierunek s € R" nazywa sie kierunkiem spadku (ang. descent direction)
funkcji f w punkcie ¥ € R™ jesli

EI7'>O\v/t€(0,7') f(‘li‘ + tS) < f(f)

Uwaga 3.2.18 Z definicji pochodnej kierunkowej wynika, ze jesli f/(z, s) < 0, to s jest kierunk-
iem spadku funkcji f w punkcie z. Zatem dla funkcji rézniczkowalnej f zachodzi implikacja

sTVf(Z) < 0 = s jest kierunkiem spadku funkcji f punkcie Z.

Odwrotna implikacja nie jest prawdziwa (wystarczy wzia¢ f(z) =2®, 2 =01 s = —1).
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Definicja 3.2.19 Niech dla funkcji f : R” — R idla punktu z € R" istnieja pochodne kierunk-
owe f'(z,s) dla wszystkich s € R". Kierunek s € Argminy_, f'(Z,s) nazywa si¢ kierunkiem
najszybszego spadku za$ kierunek s € Argmaxy_; f'(z,s) — kierunkiem majszybszego wzrostu
funkcji f w punkcie ¥ € R™.

Definicja 3.2.20 Niech f : R® — R bedzie funkcjg rézniczkowalng. Punkt z, dla ktérego
V f(z) = 0 nazywa sie punktem stacjonarnym (ang. stationary point) funkcji f.

Cwiczenie 3.2.21 Niech f : R — R bedzie funkcjg rézmiczkowalng w punkcie z i V f (&) # 0
Kierunek najszybszego spadku funkcji f w punkcie = jest rozwigzaniem zadania
minimalizowaé  sTV f(Z)
wzgledem seR"
przy ograniczeniu ||s|| = 1.

Korzystajac z nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza pokazac, ze kierunkiem najszybszego spadku
funkcji f w punkcie ¥ € R" jest wektor

Vi@
V@l
oraz kierunkiem najszybszego wzrostu funkcji f w punkcie T € R” jest wektor
Vi@
V@)

Definicja 3.2.22 Niech X C R" iniech £ € X. Wektor s € R" nazywamy kierunkiem stycznym

(ang. tangent direction) do zbioru X w punkcie 7 jesli istnieje ciag zy, € X, xx — T iciag t € R,

tr | 0 takie, ze
. T — T
s = lim
k tk
W zadaniach minimalizacji z ograniczeniami, w przypadku, gdy X jest zbiorem rozwigzan do-
puszczalnych, kierunek styczny nazywany jest réwniez kierunkiem dopuszczalnym (ang. feasible
direction). Zbiér wszystkich kierunkéw stycznych do zbioru X w punkcie Z oznaczaé bedziemy

symbolem T'x (7).

Wyznaczenie zbioru kierunkéw stycznych z definicji jest zazwyczaj trudne. W dalszej czeSci
zobaczymy jak go wyznaczy¢ dla zbioréw X zadanych ukladem nieréwnosci.
Czytelnikowi pozostawiamy dowdd faktu, ze zbiér kierunkéw stycznych jest domkniety.

Uwaga 3.2.23 Jesli s jest kierunkiem stycznym (do zbioru X w punkcie ), to jest nim réwniez
as dla dowolnego @ > 0 (innymi stowy, zbiér kierunkéw stycznych jest stozkiem). Z tego
wzgledu mozna ograniczy¢ sie do kierunkéw stycznych o ustalonej normie, na przyklad réwne;j
1, przyjmujac w powyzszej definicji t;, = ||z — Z||. Nietrudno pokaza¢, ze powstata w ten sposéb
definicja kierunku stycznego jest w pewnym sensie réwnowazna definicji 3.2.22.

Cwiczenie 3.2.24 Niech f : R®* — R bedzie funkcjg rézniczkowalng i niech * € R” bedzie
punktem takim, ze V f(z) # 0. Pokaza¢, ze

Tiaerr:fo)=f)} (T) = {s € R" : sV f(Z) = 0}

Rowno$¢ powyzsza mozna geometrycznie zinterpretowac w ten sposob, ze kierunkami stycznymi
do poziomicy funkcji f w punkcie T sa wszystkie wektory ortogonalne do gradientu V f(Z).
Stanowia one podprzestrzen liniowa — w tym przypadku hiperplaszczyzne. Méwimy réwniez, ze
gradient V f(Z) jest ortogonalny do poziomicy {x € R" : f(x) = f(Z)}.



26 ROZDZIAL 3. ELEMENTY ROZNICZKOWANIA FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH

3.3 Zbiory wypukle

Definicja 3.3.1 Moéwimy, ze zbior K C R™ jest wypukly (ang. convex), jesli dla dowolnych
z,y € K idlakazdego A € [0, 1] zachodzi (1—N)x+ Ay € K. Otoczka wypukta (ang. convez hull)
zbioru S C R" nazywamy najmniejszy zbiér wypukly zawierajacy S. Oznaczamy ja symbolem
conv S. Kombinacjq wypuktq (ang. conver combination) elementéw w1, ..., T, € R" nazywamy
element x € R" postaci
T = Z i,
i=1

gdzie \; > 0,i=1,...m, > " N =1, m>1

Cwiczenie 3.3.2 Pokazac, ze przekréj dowolnej rodziny zbioréw wypuktych jest zbiorem wy-
puklym.

Cwiczenie 3.3.3 Pokazac, ze ponizsze zbiory sg wypukte:

(a) dowolna podprzestrzen afiniczna, w szczegélnoéci dowolna hiperpltaszczyzna {xr € R™ :
alx = b}, gdzie a # 0,

(b) dowolna pdtprzestrzen {x € R™ : a’x < b}, gdzie a # 0,

(c) przekrdj dowolnej rodziny podprzestrzeni afinicznych, w szczegélnosci
ﬂ{x‘ cR":alz = b},
i=1
(d) przekrdj dowolnej rodziny pélprzestrzeni
ﬂ{x eR":al'z < b},
i=1

gdzie a; #0i=1,2,...,m.

(e) sympleks standardowy (ang. standard simplex)

m

Api={w= (A, An) ERT 1N >0, i=1,.m, Y N\ =1},

=1

(f) zbidr rozwigzan optymalnych zadania minimalizacji wypuklej,

(g) kula B(z,r) :={x € R": ||z — z|| < r}, gdzie || - || oznacza dowolng norme¢ w R", 7 € R",
r >0,

(h) elipsoida (ang. ellipsoid) J(D,%,p) .= {x € R" : (x — Z)"D(x — &) < p}, gdzie D jest
macierzg okreslong dodatnio, z € R", p > 0,

(j) stozek wypukty (ang. convex cone), czyli podzbiér C' C R™ speliajacy warunki: (i) z € C
ia>0=areC, (ii)r,ye C =2x+yeC.
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3.3.1 Rzut metryczny

Definicja 3.3.4 Niech C' C R" i niech z € R". Punkt y € C' nazywamy rzutem metrycznym
(ang. metric projection) punktu x na zbiér C, jesli

|z —y|| < ||z — z|| dla dowolnego z € C,
i oznaczamy go symbolem Po(x).

Wprawdzie rzut metryczny mozna zdefiniowa¢ dla dowolnej normy, jednak beda nas intere-
sowac wlasnosci tego rzutu dla normy indukowanej przez iloczyn skalarny. W dalszym ciggu tego
ustepu zakladamy wiec, ze ||z|| = /(z, z) dla pewnego iloczynu skalarnego (-, -), chyba ze bedzie
powiedziane inaczej. 7 definicji 3.3.4 nie wynika istnienie rzutu metrycznego, a jesli nawet on
istnieje, nie ma gwarancji jego jednoznacznosci. Zachodzi natomiast ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.3.5 Niech C' C R" bedzie zbiorem niepustym, domknietym i wypukiym. Wow-
czas dla dowolnego x € R™ istnieje doktadnie jeden jego rzut metryczny na C.

Dowdéd. Twierdzenie pokazemy najpierw dla x = 0. Niech d = inf{]|y|| : y € C'} i niech ciag
{yr}32; C C bedzie wybrany tak, by ||yx|| — d. Dowéd rozbijemy na trzy czesci.

(a) Pokazemy, ze {yx}72, jest ciagiem Cauchy’ego. Niech € > 01 niech kg > 1 bedzie takie, ze
ykl|? < d®+e/4 dla k > ko. Niech k,1 > ko. Oczywiscie sy, + sy, € C poniewaz C jest wypukly.
Stad 1|lyx + ull > d. Korzystajac z tozsamosci réwnolegloboku otrzymujemy w konsekwencji:

I I

e = wll* = 2yel* + 2llml* = llye +

<2(d*+¢e/4) +2(d* + ¢/4) — 4d® = ¢,

tzn. {yr}2, jest ciagiem Cauchy’ego.

(b) Z (a) wynika, ze y zbiega do pewnego y € R", gdyz R" jest przestrzenig zupela. Ponadto
y € C, poniewaz C jest domkniety. Stad i z ciagglo$ci normy wynika, ze ||y|| = d. Oznacza to, ze
y = Pc(0).

(c) Pokazemy teraz, ze rzut metryczny okreSlony jest jednoznacznie. Niech ¢ € C' i niech
|y/|| = d. Z wypuklosci C otrzymujemy 3y + 53 € C. Ponadto

1 1 1 1
d< =y + ~4/|| < = Sl = d
<llzy+ ¥l = slyll + 511yl = d,
a wiec ||y + ¢/|| = 2d. Korzystajac powtérnie z tozsamosci réwnolegtoboku mamy:
ly = 9'I> = 2[lyll* + 2lly'I1* — lly + y'I|* = 2d* + 2d* — 4d* = 0,

czyliy =y/.

Niech teraz x € R™ bedzie dowolny. Z definicji rzutu metrycznego wynika, ze = + Po_,(0)
jest rzutem metrycznym punktu x na C, ponadto nietrudno zauwazy¢, ze jest on okreslony
jednoznacznie. Zatem twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnego x € R™. m

Uwaga 3.3.6 Istnienie rzutu metrycznego na zbiér niepusty, domkniety i wypukly C' C R”
mozna pokazaC proSciej korzystajac z ciaglosci normy i z twierdzenia Weierstrassa. Natomi-
ast przeprowadzony powyzej dowdéd wskazuje, ze twierdzenie 3.3.5 jest prawdziwe réwniez dla
dowolnej przestrzeni Hilberta.

Ponizsze twierdzenie podaje charakteryzacje rzutu metrycznego i jest przydatne przy wyz-
naczaniu rzutu metrycznego dla konkretnych zbioré6w domknietych wypuktych.
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Twierdzenie 3.3.7 Niech x € R", C' C R" bedzie zbiorem niepustym, domknietym i wypuktym
1 niech y € C'. Wowczas nastepujgce warunki sq réunowazne

(ii)) (x —y,z —y) <0 dla dowolnego z € C.
Dowdéd. (i)=(ii). Niech y = Po(z) i niech z € C. Ponadto, niech
a=y+Az-y)

dla A € (0,1). Oczywiscie z, € C, poniewaz C jest wypukly. Z (i) i z whasnosci iloczynu
skalarnego mamy wiec

lz = ylI* < llz = axl* = llz =y = A(z = »)|I”

=z —yl? - 2Mz —y, 2 — y) + N*||z — y|*.
Skoro A > 0, wiec
A
(x—y,z—y) < §I|Z—yll27

a poniewaz A jest dowolng liczba z przedziatu (0, 1), wiec musi zachodzi¢ (ii).
(ii)=-(i). Z wlasnoéci iloczynu skalarnego oraz z (ii) mamy dla dowolnego z € C

Iz =2l = llz =yl + lly — 2* + 2(2 =y, y — x) = |y — =",
co na mocy definicji rzutu metrycznego daje (i). m

Cwiczenie 3.3.8 Korzystajac z charakteryzacji rzutu metrycznego sprawdzi¢ stuszno$¢ wzorow
na rzuty metryczne punktu x € R dla podanych zbioréw domknietych wypuktych C' C R™:

(a) Jesli C jest hiperplaszczyzng, tzn. C' = H(a, () := {z € R" : {(a,2) = B}, gdzie a € R",
B € R, to zachodzi wzdr

(b) Jesli C' jest pélprzestrzenia, tzn. C' = H_(a,() = {z € R" : (a,2) < f}, gdzie a € R" i
B € R, to zachodzi wzér

(c) Niech C' C R" bedzie zbiorem rozwiazan ukladu réwnan liniowych, tzn. C = {z € R" :
Az = b}, gdzie A jest macierza typu m X n pelmego rzedu wierszowego i b € R™. Woéwczas
zachodzi wzér

Po(z) =2 — AT(AAT) YAz — D).

(d) Jesli C' C R" jest kula, tzn. C' = B(Z,r) :=={z € R": ||z — Z|| < r}, gdzie || - || jest norma
euklidesowa, z € R™ i r > 0, to zachodzi wzoér

P [z gdy |l —z|| <r
W= 2+ (e —3) gdy o -] >

Czy wzor ten jest stuszny dla norm innych niz euklidesowa? Poda¢ odpowiednie przyktady.
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3.4 Funkcje wypukle

W kolejnych rozdziatach przekonamy sig, ze funkcje wypukle odgrywaja duza role w optymaliza-
cji, w szczegllnosci w uczeniu maszynowym. Dlatego teraz przedstawimy wazne wiasnoSci tych
funkcji, z ktérych bedziemy dalej korzystac.

Definicja 3.4.1 Niech X C R" bedzie podzbiorem wypuklym. Méwimy, ze funkcja f : X — R
jest wypukta (ang. convexr function), jesli

F =Nz +dy) < (1= Nf(z) +Af(y) (3.7)

dla dowolnych z,y € X i A € [0,1]. Méwimy, ze f jest wklesta (ang. concave function), jesli
funkcja —f jest wypukla. Je§li nieréwno$é w (3.7) jest ostra dla dlowolnych z,y € X, x # y
i dla dowolnego A € (0,1) to méwimy, ze f jest scisle wypukla (ang. strictly convex function).
Jesli istnieje stata ¢ > 0, taka ze

S =Nz +dy) < (1= Nf(2)+Af(y) - %C/\(l = Nl —yl? (3.8)

dla dowolnych x,y € X i A € [0,1], to méwimy, ze f jest mocno wypukta (ang. strongly convex
function). Stala ¢ nazywa sie stalq mocnej wypuktosci lub modutem (mocnej wypuktoSci).

Nieréwno$¢ (3.7) méwi, ze odcinek taczacy dwa dowolne punkty (x, f(z)) i (v, f(y)) na wykre-
sie funkcji lezy nad tym wykresem. Z kolei nieréwnos¢ (3.8) méwi, ze réznica miedzy rzedna
punktu (1 — A\)x + Ay na tym odcinku i wartoscia funkeji f w tym punkcie jest co najmniej taka
jak warto$¢ pewnej funkcji kwadratowej ¢ : [0,1] — R, znikajacej na koncach tego odcinka.
Funkcja ¢ ma tutaj postac g(A) := 1cA(1 — N[z — yl*.

Jesli nie bedzie powiedziane inaczej, w dalszej czeSci bedziemy rozwazaé gtéwnie funkcje wy-
pukle okreslone na calej przestrzeni R”. Jednak nie wszystkie wlasnosci takich funkcji wypuktych
przystuguja funkcjom wypuklym zdefiniowanym na podzbiorze wypuklym X C R"™.

3.4.1 Wiasnosci funkcji wypuklych

Ponizsze cztery twierdzenia wynikaja prosto z definicji funkcji wypuktej (SciSle wypuktej, mocno
wypuktlej) i ich dowody pozostawiamy czytelnikowi jako éwiczenie.

Twierdzenie 3.4.2 Jesli f; : R* — R,7 = 1,...,m, sq funkcjami wypuktymi i o; > 0 dla
i =1,...m, to funkcja f := Y " o f; jest wypukta. Jesli ponadto przynajmniej jedna z tych
funkcji, powiedzmy f; jest scisle wypukta (mocno wypukta z modutem c), to funkcja f jest réwniez
5cisle wypukta (mocno wypukta z modutem ojc).

Twierdzenie 3.4.3 Jesli f; : R" — R i € I, saq funkcjami wypuklymi (mocno wypuklymi z
modutem ¢ > 0), to funkcja f = sup,c; fi jest wypukta (mocno wypukta z modutem ¢ > 0).

Twierdzenie 3.4.4 Jesli f : R* — R jest funkcjg wypuklq i A : R™ — R" jest odw-
zorowaniem afinicznym, to funkcja h : R™ — R, h = f o A jest wypukia.

Twierdzenie 3.4.5 Jesli f : R" — Y, gdzie Y C R jest zbiorem wypuktym, jest funkcjq
wypukty i g : Y — R jest funkcjg wypukta niemalejgceq, to funkcja h : R™ — R, h = go f jest
wypukta. Jesli ponadto g jest funkcjg rosnaca i f jest funkcjq scisle wypuktq, to funkcja h jest
scisle wypukta.
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Cwiczenie 3.4.6 Niech f : R — R bedzie funkcja wypukly (§cisle wypukla), zas || - || norma
euklidesowa w R™. Ktére z ponizszych funkcji sa wypukle ($cisle wypukte, mocno wypukle)?

(a) h(z) = [,

(b) h(x) ==,

(¢) h(z) = [lf ()],

(d) h(z) = If ()7

(e) h(z) = (f(x))*

(f) h(z) = f(Az —b), gdzie A jest macierza typu n x m za$ b € R", w szczegélnosci h(x)
[ Az — b||?

Ktére z tych wlasnosci zachodzg dla dowolnej normy?
Ponizsze twierdzenie podajemy bez dowodu

Twierdzenie 3.4.7 Funkcja wypukta f : R™ — R jest lokalnie lipschitzowska. W konsekwencji
jest ona ciggla.

Twierdzenie 3.4.8 Dla dowolnej normy || - || w R™ i dla zbioru wypuklego C C R™ funkcja
d(-,C) : R" - R,
d(xz,C) := inf ||z — y| (3.9)
yeC

jest wypukia.

Dowdéd. Niech z,y € R", A € [0,1] i niech z = (1 — M)z + Ay. Bez szkody dla ogélnoéci
rozwazan mozemy zalozy¢, ze zbiér C' jest domkniety (w razie potrzeby rozumowanie mozna
przeprowadzi¢ dla zbioru cl C' i skorzystaé z prostej do pokazania réwnosci d(x, clC') = d(x, ().

Z wypuklosci zbioru C' i z w wypukloéci normy || - ||, wynika, ze
= llz=Fe(2)]

< [[(T=Nz+ Ay — (1 =N Pe(z) — APe(y)ll
< A =Nlz—Pe(@)| + Ay — Pe()ll
(1 =XN)d(z,C) + Nd(y, C).

Funkcja d(-,C') zdefiniowana réwnoScia (3.9) nazywa sie odlegtosciq punktu x od zbioru C
(nawet jeSli nie zakladamy, ze C' jest wypukly). Powyzsze twierdzenie méwi wiec, ze odleglosc
od zbioru wypuklego jest funkcja wypukia.

Twierdzenie 3.4.9 Jesli funkcja f : R" — R jest wypukta, to dowolna jej podpoziomica
S(f, ), gdzie a € R, jest zbiorem wypukiym.

Dowéd. Niech f bedzie funkcja wypukla i niech z,y € S(f,«), gdzie & € R oraz niech
A € [0,1]. Mamy wéwczas

FA=Nz+Xdy) < (1=Nf(z)+Af(y)
< (I-=XNa+da=a,

czyli (1 =Nz + Ay € S(f,r). m
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Uwaga 3.4.10 Twierdzenie odwrotne do powyzszego nie jest prawdziwe. Aby to zauwazy¢
wystarczy rozpatrzy¢ funkcje yo : R" — R,

(z) = 0 dlazeC
Xe\t) = 1 dlax¢C,

gdzie C' C R" jest zbiorem wypuklym. Nawet jesli zalozymy ciaglos¢ funkcji f, twierdzenie
odwrotne do powyzszego nie jest prawdziwe. Wystarczy wzia¢ funkcje f(z) = e, Funkcja,
ktérej wszystkie podpoziomice sa zbiorami wypuklymi nazywa sie funkcja quasi-wypuklq (ang.
quasi-convez).

Twierdzenie 3.4.11 Niech f : R" — R bedzie funkcjg wypuklq. Wowczas dla dowolnego
punktu © € R™ i dla dowolnego kierunku s € R"™ istnieje pochodna kierunkowa f'(x,s) oraz

zachodzi réwnosé
sy — iug L 1) = @)
’ >0 t '

Dowéd. Pokazemy najpierw, ze dla wypuktej funkcji f funkcja h: R — R, A(t) = [f(z +
ts) — f(x)]/t jest niemalejaca. Niech 0 < t; < t5. Wéwezas t1/ts € (0,1] i

fo+ ) = f(@) = F(1 = Do+ Lo+ 1a9) = f(2)
< (=@ + e+ )~ @)
ty

= 2w +tas) = f(2),

2
tzn. h jest funkcja niemalejaca. Poniewaz kazda funkcja niemalejaca posiada granice jednos-
tronne, wiec zachodza réwnosci

inf h(t) = limh(t) = f'(z, s).

>0 t10

Uwaga 3.4.12 Przypomnijmy, ze dla funkcji rézniczkowalnej f pochodna kierunkowa ma
posta¢ f'(z,s) = Vf(x)Ts, czyli jest funkcja liniowa zmiennej s. Dla funkcji wypuklej nie
musi to zachodzi¢. Wystarczy wzia¢ funkcje f(x) =| = |. Dla tej funkcji wypuktej jej pochodna
kierunkowa nie jest funkcja liniows wektora s. Dla s = 1idla s = —1 mamy bowiem f’(0, s) = 1.

3.4.2 Funkcja wypukla rézniczkowalna

Twierdzenie 3.4.13 Niech f : R" — R bedzie funkcjq rézniczkowalng. Wowcezas:
(i) f jest wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy
V(@) (y —x) < fly) — f(a), (3.10)
dla dowolnych x,y € R";

(ii) f jest §cisle wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy

V@) (y—2) < fly) - f(2), (3.11)
dla dowolnych x,y € R", x # y;
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(iii) f jest mocno wypukta z modutem ¢ > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

1
V@) (y =)+ gelle —yll* < fly) = @) (3.12)
dla dowolnych x,y € R".
Dowéd. Przeprowadzimy najpierw dowéd czesci (iii). Przypu$émy, ze funkcja f jest mocno

wypukta z modutem ¢ > 0. Dla z,y € R* i dla A € (0,1) otrzymujemy wéwczas, na mocy
rézniczkowalno$ci funkcji f,

(1 =N f(x) + Afy) = f(2)

fly) = flz) = )
. F(A =Nz + Ay) — f(x) + 5¢(1 — DA lly — z|?
= )
fl+ My —2) = f@) + 3¢ = VAlly —=* _

A
= (y_a;)TVf(a:)—l—%c(l_/\)|‘y_x”2+w

W granicy przy A | 0 otrzymamy nieréwnos¢ (3.12). Przypu$émy teraz, ze dla dowolnych x,y €
R™ speliona jest nieréwnos¢ (3.12) dla pewnego ¢ > 0. Niech A € (0,1) i niech z = (1—\)xz+ \y.
Wéwezas oczywiscie z —x = ANy —x) iy — 2z = (1 — X\)(y — x). W konsekwencji otrzymujemy

f@) ~fG) (@ = 2 VIG) +dele =P
A - A
= (s~ )V () + oMl — ol

) =) o W=2)"VIE)+sely -2
A - 1—-A

= (= 2)TVI() el = Ny — ol

Dodajac powyzsze nieréwnosci stronami otrzymamy po prostych przeksztalceniach

F(2) < (1= N () + AF) — 51~ Ny — ]

Zatem f jest funkcjg mocno wypukly ze stala mocnej wypuklosci c.
Przyjmujac w powyzszym dowodzie ¢ = 0 otrzymamy cze$¢ (i), natomiast zastepujac do-
datkowo nieréwnosci stabe ostrymi i zaktadajac, ze x # y otrzymamy cze$é (ii). m

Uwaga 3.4.14 Czes¢ (i) twierdzenia 3.4.13 mozna réwniez sformutowaé w nastepujacy sposéb:
funkcja rézniczkowalna f jest wypukla wtedy i tylko wtedy gdy jest ona niemniejsza od dowolnej
swojej linearyzacji. Czytelnikowi pozostawiamy sformulowanie w jezyku linearyzacji pozostatych
czesci tego twierdzenia.

Definicja 3.4.15 Odwzorowanie F' : R" — R" nazywamy monotonicznym (ang. monotone
mapping) jesli
(F(y) = F(x))"(y —2) 2 0
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dla dowolnych =,y € R™. Jesli nieréwnoS¢ powyzsza jest ostra dla dowolnych z,y € R", z # y,
to odwzorowanie F' nazywa sie §cisle monotoniczne (ang. strictly monotone mapping). Jesli
natomiast

(F(y) = F(2))" (y — 2) > clly — =,
dla pewnej stalej ¢ > 0, to F' nazywa sie odwzorowaniem mocno monotonicznym (ang. strongly
monotone mapping), za$ stala ¢ nazywa sie modutem mocnej monotonicznosci.

Whniosek 3.4.16 Niech f : R" — R bedzie funkcjq rozniczkowalng. Wowczas

(i) Jesli f jest wypukta, to jej gradient Vf : R" — R™ jest odwzorowaniem monotonicznym,
tzn.

(VIy) = Vf(@)' (y—2) =0 (3.13)
dla dowolnych x,y € R".

(i1) Jesli f jest scisle wypukla, to jej gradient Vf : R" — R" jest odwzorowaniem §cisle
monotonicznym, tzn.

(Vi) = V@) (y—2)>0 (3.14)
dla dowolnych z,y € R", x # y.

(iii) Jesli f jest mocno wypukla (z modulem c), to jej gradient Vf : R* — R"™ jest odw-
zorowaniem mocno monotonicznym (z modutem c), tzn.

(Vi) = V@) (y —2) > clly — | (3.15)
dla dowolnych x,y € R".

Dowdéd. Pokazemy tylko wlasno$é (iii). Pozostale whasnosci pokazuje sie w podobny sposéb.
Przypu$émy, ze f jest funkcja mocno wypukla. Woéwezas na mocy twierdzenia 3.4.13(iii) dla
dowolnych z,y € R" zachodza nieréwnosci

VI (- 2) 2 £@) = ) + 5l — ol

Zamieniajac rolami x i y we wzorze (3.12) otrzymamy réwniez,

1
Vi) (v =) = f(y) = f2) + 5elly —=[*
Dodajac te nieréwnosci stronami otrzymamy teze. m

Uwaga 3.4.17 Mozna pokazac, ze zachodzg réwniez implikacje odwrotne do przedstawionych
we wniosku 3.4.16. Szczegdly mozna znalezé w podreczniku [HL93).

Twierdzenie 3.4.18 Niech f : R" — R bedzie funkcjq dwukrotnie rézniczkowalng i niech
c > 0. Wowczas:

(i) f jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego x € R™ hesjan V> f(x) jest macierzq
nieujemnie okreslona.

(ii) f jest scisle wypukla jesli dla dowolnego x € R™ hesjan V> f(x) jest macierzq dodatnio
okreslona.

(iii) f jest mocno wypukla ze stalq mocnej wypuktosci ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
x,s € R" zachodzi nierdunosé sTV?2f(x)s > c||s||%.
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Dowdéd. (i) Poniewaz f jest dwukrotnie rézniczkowalna, wiec dla dowolnych x, s € R™ i dla

t > 0 mamy
Vf(z+ts)— Vf(x) =tV3f(x)s +o(t),

gdzie o(t) jest odwzorowaniem, ktérego wspélrzedne sa wielkoSciami typu o(t). Przypuéémy, ze
f jest funkcja wypukla. Wéwezas na mocy wniosku 3.4.16(i) mamy

0<s"(Vf(x+ts)—Vf(z)) =ts'V2f(x)s + s o(t).

Dzielac powyzsza nieré6wnos¢ obustronnie przez t > 0 i przechodzac do granicy przy ¢t | 0 otrzy-
mamy s V?f(z)s > 0. Zatem hesjan V?f(x) jest macierza nieujemnie okreélong. Przypusémy
teraz, ze dla dowolnego z € R™ hesjan V2 f(z) jest macierza nieujemnie okreélong. Niech y € R"
bedzie dowolny i niech d = y — z. Rozwijajac funkcje f we wzér Taylora w otoczeniu punktu x,
z reszty Lagrange’a otrzymujemy

flz+d) = flx)+d"Vf(x)+ %dTV2f(a: + Ad)d

dla pewnego A € (0,1). Na mocy zalozenia, d' V2 f(z + Ad)d > 0 i w konsekwencji
f) = f@) + (y — 2)" V().

Nier6wno$¢ ta zgodnie z twierdzeniem 3.4.13(i) oznacza, ze funkcja f jest wypukla.
Czegécei (ii) oraz (iii) dowodzi si¢ podobnie. =

Uwaga 3.4.19 Implikacja odwrotna do (ii) w powyzszym twierdzeniu nie jest prawdziwa. Aby
to zauwazy¢ wystarczy rozpatrzy¢ funkcje f : R — R, f(z) = 2.

Cwiczenie 3.4.20 Pokaza¢ wypuklose wzglednie wklestos¢ nastepujacych funkeji f: X — R:
(a) funkcja potegowa, f(x) = |z|%, gdzie @ > 1, X = R;
(b) funkcja wykladnicza f: R — R, f(x) = a”, gdzie a > 0, X = R;
(c) funkcja logarytmiczna, f(x) =Inz, X =R, ;

(d) entropia, f(z) => ", x;lnz;, X =R ;

)

(e) $rednia geometryczna, f(z) = (21 - ... - zp)w, X = R”

Wskazéwka: wyznaczy¢ hesjan funkcji — f i pokaza¢ jego nieujemna okreslonoéé (s V2 f(z)s >

0 dla dowolnego s = (o1, ..., 0,,)) korzystajac z nieréwnosci
n 2 n 2
gj gj
>7) =03 (3)
(jzl K > =1 N

bedacej szczegdlnym przypadkiem nieréwnoSci Cauchy’ego—Schwarza dla standardowego
iloczynu skalarnego i indukowanej przez niego normy euklidesowe;j.

(f) f(z) = max{|z;|: j =1,...,n}, X =R" (norma w przestrzeni [*°);
(g) norma w przestrzeni I*, f(x) = (3_]_, \:cl-|p)%, p>1, X =R"
Wskazéwka: skorzystac z nieréwnosci Minkowskiego.

(h) f(z) = ||[Az—b||?, gdzie A jest macierza typumxn, b € R™i X = R" (funkcja ta jest czesto
wykorzystywana w uczeniu maszynowym — przedstawia ona blad stredniokwadratowy dla
modelu liniowego).



