ROZDZIAL 4

Rozklady macierzy

4.1 Metoda eliminacji Gaussa i rozkiad LU

Rozpocznijmy od nastepujacych prostych przykladéw

Przyklad 4.1.1 Dany jest uklad réwnan Az = b, gdzie A := [ i g ], T = [ = ] ib:= { s ]

czyli

$1+2£L‘2 =
41]1+5ZL’2 = 5

Mnozac pierwsze réwnanie przez —4 i dodajac je od drugiego réwnania otrzymamy

{L‘1+2JE2 = 3
—3562 = -7

Otrzymalisémy uktad réwnan z gérng macierza tréjkatna

12
=l 5]

ktory rozwiazujemy od "dotu do gory": xy = %, T = —g. Powyzsze operacje zapiszemy w

postaci macierzowej. Pierwsze réwnanie pozostawiamy bez zmian, czyli mozemy je zapisaé w

postaci
SOIPHIF I

Mnozenie pierwszego réwnania przez —4 o dodanie go do drugiego réwnania daje nam réwnanie,
ktére w postaci macierzowej mozemy zapisac jako

oy 2)[a) 2]

ol =l ST )L

wiec obie powyzsze réwnosci mozemy zapisa¢ w postaci
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Zauwazmy, ze macierza odwrotng do { B

mozemy zapisa¢ w postaci

(3] Lol sl - [aelle )

A L L1 A L U

za$ uktad Ar = b w postaci

albo inaczej w postaci dwéch ukltadéw réwnan

LG 2]

Macierz pierwszego uktadu jest macierza dolng tréjkatna, za¢ macierz drugiego — macierza gérna,
tréjkatng. Pierwszy z tych uktadéw rozwigzujemy "od géry do dotu", za$ drugi — "od dotu do

géry".
W przypadku ogélnym, dla macierzy kwadratowej A stopnia n i dla uktadu réwnan Az = b,

jesli uda nam sie zapisa¢ macierz A w postaci A = LU, gdzie L jest macierza dolng tréjkatna,
zas U — macierzg gérng tréjkatna, mozemy ten uklad zapisa¢ w postaci dwoch uktadéw

Ly=biUx =y,

ktére mozna prosto rozwigzac¢. Opiszemy teraz, jak otrzymac taki rozktad macierzy nieosobliwej

A. Proces ten, SciSle powigzany z metoda eliminacji Gaussa, opiera si¢ na tzw. transforma-

cji Gaussa. Przypusémy, ze dla pewnego k € {1,2,...,n}, wektor v = (vq,vs,...,v,) ma k-ta

wspohrzedna rézng od zera. Niech ¢ = (0,0, ...,0, 2L 22 0 2o Macierz transformacji Gaussa
———
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Zauwazmy, ze dla dowolnego k macierz M, jest dolng macierzg tréjkatna,

1 ... 0 0o --- o1lr vy ] oy ]
0 --- 1 0 --- 0 U U
Mo = v =
k 0 - _% 1 --- 0 Va1 0
0 - = 0 oo 1| v, | L 0
L Uk _

oraz, ze M, V= I, + tel. Zatem M, ! jest réwniez dolng macierzg tréjkatna. Przy pewnych
zalozeniach, ktére przedstawimy poézniej, dla kazdorazowo odpowiednio dobranych do M; wek-
torach v macierz U := M,,_;...M; A jest gérna macierzg tréjkatna. Zatem A = (M, _,..M;) U =
Ml_l...Mn__llU. Przy tym macierz L := M; '...M ', jest dolng macierza tréjkatna jako iloczyn
dolnych macierzy tréjkatnych. W ten sposéb mozemy otrzymac rozklad A = LU. Proces ten
przedstawimy to na przykladzie.

Przyklad 4.1.2 Dana jest macierz

3
6
0

A:

~ =~ =
oo Ot N
—_

Postepujac podobnie jak w metodzie eliminacji zmiennych (mnozymy pierwszy wiersz przez —4
i dodajemy do wiersza drugiego oraz mnozymy pierwszy wiersz przez —7 i dodajemy do wiesza
trzeciego) otrzymamy dla wektora v réwnego pierwszej kolumnie macierzy A

1 00 1 2 3 1 2 3
MiA=| -4 1 0 45 6 | =0 -3 -6
-7 0 1 7 8 10 0 -6 —11

Dla wynikowej macierzy znowu stosujemy metode eliminacji Gaussa (mnozymy drugi wiersz
przez —2 i dodajemy do wiersza trzeciego). Otrzymamy dla wektora v réwnego drugiej kolumnie
wynikowej macierzy

1 0 0 1 2 3 1 2 3
U=MMA=|0 1 0 0 -3 -6 |=]0 -3 —6
0 -2 1 0 -6 —11 0o 0 1
czyli macierz gérna tréjkatng. Poniewaz
1 007"
L = M{'My'=] -4 10
-7 0 1
100 1 00 100
= 4 1 0 01 0|=1410]/{,
701 0 21 7T 2 1

wiec otrzymali$émy rozktad LU macierzy A:
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Teraz uktad réwnan Az = b mozna prosto rozwigzaé¢, np. dla b = (1,2,3) mamy do rozwigzania
dwa uktady réwnan

1 00 Y1 1 1 2 3 1 Y1
7T 2 1 Y3 3 0 0 1 T3 Ys

Pierwszy uklad rozwigzujemy "od géry do dotu" otrzymujac y = (1, —2,0), po czym rozwiazu-
jemy drugi uktad "od dotu do géry" otrzymujac rozwiazanie wyjSciowego uktadu x = (—%, %, 0).
Proces ten mégt by¢ przeprowadzony bez przeszkdd, poniewaz na kazdym etapie mogliSmy wyz-
naczy¢ wektor v, bowiem dla macierzy A mamy aq; # 0 i podobnie dla macierzy M; A element
znajdujacy sie w drugim wierszu i w drugiej kolumnie jest réwniez rézny od zera. Tak jednak
nie musi by¢ zawsze.

0 1
2 3
dowolnego b € R? uklad Az = b posiada dokladne rozwigzanie. Nie da sie jednak wyznaczy¢
rozktadu LU dla tej macierzy w sposéb podany w przyktadzie 4.1.2, bowiem a;; = 0. W

Przyklad 4.1.3 Dana jest macierz A = { } Poniewaz jest ona nieosobliwa, wiec dla

: . . . : - : 1.
tej sytuacji mozemy jednak zapisa¢ te macierz w postaci A = PTA, gdzie P = [ (1) 0 } jest

macierza permutacji. Oczywiscie uklad Az = b jest réwnowazny ukladowi Az = b, gdzie b = PTb
(w drugim ukladzie zamieniono kolejno$¢ réwnan). Zgodnie z ¢wiczeniem 2.2.51,

]

Dla tej macierzy mozemy juz zastosowac procedure opisang w przykladzie 4.1.2. Mamy

[ 1 0].,,.0 [1O
=L 1] =Y
- 1 0 1 0 10
U_MlA_{—s 1H3 2]_[0 2}

L:Mﬁ:ll 0}.

oraz

3 1

= 10 10 10
TA_ 7 _
ra=a={55)=15 V0 %]
Jak zauwazyliémy wcze$niej, rozwiazania obu ukladéw Az = b i Ax = b sa identyczne, a ten
drugi uktad rozwiazujemy metoda podana wyzej korzystajac z rozktadu LU macierzy A. W

przypadku wigkszych macierzy postepujemy podobnie mnozac macierz A przez odpowiednig
macierz permutacji. Szczegdly pozostawiamy czytelnikowi.

Mamy wigc-

4.2 Ortogonalizacja Grama—Schmidta i rozklad QR

Dany jest liniowo niezalezny uktad wektoréw aq,as, ...,a,, € R" (oczywiscie musi by¢ m <
n). Nalezy skonstruowaé¢ uklad wektoréw ortogonalnych wg,us, ..., u,, € R™ rozpinajacych te
samg podprzestrzen liniowa, co uklad ai,as,...,a,,. Uklad taki mozna skonstruowac¢ stosujac
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tzw. ortogonalizacje Grama—Schmidta, ktéra ponizej opiszemy. Dla danego wektora v € R”
zdefiniujmy macierz rzutu ortogonalnego na wektor v,

Nietrudno zauwazy¢, ze dla dowolnego v € R" zachodzi P,u = ﬁ’:—”%v, czyli P,u jest wspolliniowy z
v oraz, ze u— P,u jest ortogonalny do v, czyli v! (u— P,u) = 0. Uzasadnia to nazwe macierzy rzutu
ortogonalnego. Pojedyncza k-ta iteracja w procesie ortogonalizacji Grama—Schmidta polega
wyznaczaniu wektora u, bedacego kombinacja liniowa wektoréw aj, as, ..., ax i wektora ortogo-
nalnego do poprzednio wyznaczonych wektoréw uy, us, ..., ux_1. Przy takiej konstrukcji zachodzi
span{uy, ug, ..., ur} = span{as,as, ...,a;} dla dowolnego k = 1,2,...,m. Po wyznaczeniu wek-
toréw uy, us, ..., U, nalezy je znormalizowac¢. Konstrukcje te mozna wyrazi¢ wzorami

k—1 k—
Yp = Qp — Z P,a, = Z ”2yl (4.1)
i=1 -1

Y
[yl
k= 1,2,...,m. Widzimy, ze dla kazdego £ = 1,2,...,m wektor y; jest kombinacjg liniowa
wektoréw 1, vy, -..Yk_1, Ak, skad prosto wynika, ze dla kazdego £ = 1,2,...,m wektor u; jest
kombinacja liniowa wektoréow aq, as, ..., ax. Z dowodu ponizszego twierdzenia wynika, ze wektory
Y1, Y2, ---Ym Sa niezerowe, czyli procedura Grama—Schmidta jest dobrze okreslona.

U =

(4.2)

Twierdzenie 4.2.1 Niech uktad wektorow {ay, as, ..., an,} C R™ bedzie liniowo niezalezny. Wow-
czas dla kazdego k = 1,2,...,m uklad wektoréw {uy,us, ..., ur} otrzymany przez ortogonalizacje
Grama-Schmidta jest ortogonalny i span{uy, us, ..., ux} = span{ay, as, ..., ax}.

Dowdéd. Unormowanie wektorow uy, us, ..., u,, wynika z konstrukcji. Jednocze$nie widzimy,
ze span{uy, ug, ..., ux} = span{yi,ya,...,yr}. Pokazemy przez indukcje wzgledem k, ze uktad
{y1, Y2, ..., Y } jest ortogonalny dla k =1,2,...,m
1°Dla k=1 mamy y; = a; i up = ”Z—iu (oczywiscie [|y1] # 0, bo ay jako skladnik ukladu
liniowo niezaleznego jest niezerowy), wiec dla k = 1 teza jest oczywista.

20 Przypusémy, ze dla pewnego k > 1 uktad wektoréw i, ..., yx—1 jest ortogonalny i

Span{yh Y2, -0y ykfl} = Span{ala A2, -y akfl}-

Oczywiscie, wektory v;, ¢ = 1,2,...,k — 1, sa niezerowe jako skladniki ukladu ortogonalnego.
Pokazemy, ze uktad {y1,yo, ..., yx }:

(a) jest ortogonalny i

(b) rozpina podprzestrzen span{as, as, ..., ay}.

W celu pokazania (a) wystarczy pokazal, ze yj jest ortogonalny do wektoréw y;, j =
1,2,...,k — 1. Na mocy zalozenia mamy

yJ'Tyi:5ij={ L dlaz.:j. 1,7 =12,....k—1.

Zatem dla j = 1,2, ...,k — 1 zachodzg réwnosci

k=1 o

Z )=y (e =) ﬁ/inQak =y ak—z

i=1

T T _
"y1‘|2y] yzyz ap = 03
6”'
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a wiec uktad {y1,y2, ..., yr } jest ortogonalny.

Pokazemy (b). Na mocy zalozenia y; € span{aq,as,...,ar_1}, @ = 1,2,,,.k — 1. Pon-
adto z konstrukeji wynika, ze yr € span{ay,y1,...,yx—1}. Nietrudno wiec zauwazy, ze yp €
span{ay, as, ..., ax}. Zatem span{yi,yo, ..., yr} C spanf{ay,as, ..., ax}. Przeciwna inkluzja wynika
z faktu, ze uklad ortogonalny jest liniowo niezalezny i z zalozenia, ze uklad {ai,as, ..., a;, } jest
liniowo niezalezny.

Teza twierdzenia wynika z 1° 1 2°. m

Niech {a,ag,...,ar} € R"™ bedzie uktadem liniowo niezaleznym. 7 procedury Grama-—
Schmidta wynika, ze dla dowolnego k wektor u jest kombinacja liniowa wektoréow a;, i =
1,2,..., k, czyli

k
U = E 0G4,
i=1

przy czym ogr # 0, k= 1,2, ...,m. Przyjmujac o; = 0 dla ¢ > k£ mamy

m
U = E OikQi,
i=1

k = 1,2,..,m. Niech A := [ay,as,...,a,]. Mozemy wiec wektor uy przedstawi¢ w postaci
up, = Asy, gdzie s, = [011, . Ok, 0,...,0]7, k = 1,2, ....m. Przyjmujac Q = [uy, us, ..., up] i
S :=[s1, Sg, ...8pm| otrzymamy

Q= AS,

przy czym, zgodnie z konstrukcja, S jest gérng macierza tréjkatnag o dodatnich elementach na

gléwnej przekatnej, zgodnie ze wzorami (4.1)-(4.2) mamy bowiem oy, = IIy_lkl\ > 0. Zatem S jest

macierza nieosobliwg i przyjmujac R := S~! otrzymamy
A=QR. (4.3)

Macierz () typu n x m ma ortogonalne kolumny, za$ macierz R typu m x m jest gérng macierza
tréjkatna jako macierz odwrotna do nieosobliwej gérnej macierzy tréjkatnej S oraz wszystkie
elementy macierzy R lezace na przekatnej sa dodatnie (patrz ¢wiczenie 2.2.17). Przedstawienie
macierzy A w postaci (4.3) nazywa sie rozktadem QR. Okazuje sie, ze rozklad taki istnieje
réowniez dla macierzy o niepelnym rzedzie kolumnowym lub wierszowym. Szczegéty pomijamy.
W podrecznikach do algebry liniowej mozna znalez¢ algorytm stuzacy wyznaczeniu rozkladu QR
dla dowolnej macierzy A.

4.3 Rozklad Cholesky’ego

Definicja 4.3.1 Niech A bedzie macierza kwadratowa. Jedli istnieje macierz dolna tréjkatna
L taka, ze
A=LL", (4.4)

to, réownos¢ (4.4) nazywamy rozktadem Cholesky’ego macierzy A.
Twierdzenie 4.3.2 Niech A bedzie macierzq typu n X n okreslong dodatnio. Wowczas istnieje

doktadnie jedna macierz dolna trojkatna L taka, 2e A = LLT. Ponadto macierz L ma dodatnie
elementy na gltownej przekatnej.
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Dowdd. W dalszej czeSci pokazemy niezaleznie, ze macierz A mozemy przedstawi¢ w postaci
A =UDU?, gdzie U jest macierza ortogonalng za$ D = diag(dy, da, ..., d,,) — macierza diagonalng
o dodatnich elementach na gléwnej przekatnej (patrz twierdzenie 4.6.11). Mamy wiec A =
BTB, gdzie B = UD2UT za$ Dz = diag(v/di,Vds, ...,\/d,). Zauwazmy, ze B jest macierza
nieosobliwa, wiec istnieje jej rozklad B = QR. Zdefiniujmy L = R?Y. Mamy wiec A = BT'B =
RTQTQR=LLT. =

Jesli znany jest rozklad Cholesky’ego macierzy okreslonej dodatnio A, to mozna go wyko-
rzysta¢ do prostego rozwigzywania ukladu réwnan Az = b. Uktad ten mozemy bowiem zapisaé¢
w postaci dwéch uktadéw Ly = b i LTz = vy, z ktérych pierwszy rozwigzujemy "od géry do
dotu", a nastepnie drugi "od dotu do géry". Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzan tych uktadéw
jest zagwarantowana tym, ze elementy lezace na giéwnej przekatnej macierz L sa dodatnie.
W podrecznikach do algebry liniowej mozna znalezé algorytm stuzacy wyznaczeniu rozktadu
Cholesky’ego dowolnej macierzy A.

4.4 Rozkiad ortogonalny przestrzeni R”

Definicja 4.4.1 Niech w R" okre$lony bedzie iloczyn skalarny (-,-). Punkt y € V nazywamy
rzutem ortogonalnym (lub projekcjq ortogonalng) punktu x € R™ na podprzestrzen V jesli

Voev {(x —y,v) =0. (4.5)
Zapisujemy y = Pyx.
Uwaga 4.4.2 Rzut ortogonalny na podprzestrzen liniowg zalezy od przyjetego iloczynu skalarnego.

Twierdzenie 4.4.3 Rzut ortogonalny na podprzestrzen liniowg V C R™ istnieje © jest wyznac-
zony jednoznacznie.

Dowdéd. Niech (-, -) bedzie iloczynem skalarnym w R™ i || - || bedzie indukowang przezen
norma. Je$li x = 0, to y = 0 jest oczywiScie jedynym punktem w V' speliajacym (4.5). Niech
wiec x # 0 i niech y € V speklia réwnos¢

lz = yll = min [z —v]. (4.6)
Oczywiscie
lz =yl = _ min llz—=vl,

poniewaz 0 € V N B(xz, ||z||) € V, a zatem minimum w (4.6) nie moze leze¢ poza ta kula.
Poniewaz ||z — -|| jest funkcja ciagla i zbiér V N B(x, ||z||) jest zwarty (w R™ oznacza to, ze
jest on domkniety i ograniczony), wiec z twierdzenia Weierstrassa wynika istnienie punktu y
realizujacego to minimum. Pokazemy, ze Pyx = y. Gdyby bowiem bylo inaczej, to poniewaz
(r — Pyx,y — Pyx) = 0, wiec z wlasnoéci iloczynu skalarnego mieliby$my

|z =yl = |z —Praz+ Pro—y|?
= |lo — Pya|® + 2(x — Pyx, Pya —y) + | Pra — y|?
> |z — va||2,

co prowadziloby do sprzecznoéci z (4.6).
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Pokazemy jednoznaczno$¢ rzutu ortogonalnego. Gdyby istniatl inny niz y = Pyz punkt
y1 € V spehiajacy (4.5), to mieliby$my po odjeciu stronami w (4.5) dlay =y, idlay = Pyx
Voev (Pyx —yp,v) =0.
W szczegdlnosci dla v = Pyx — y; € V' oznaczaloby to, ze
|1Pve —y|* = (Pyx —y1, Pva —y1) =0,
co staloby w sprzecznoéci z zatozeniem y; # Pyx. =
Ponizsze twierdzenie wyraza w inny sposob to, co bylo przedstawione w twierdzeniu 4.4.3.

Twierdzenie 4.4.4 Niech V' bedzie podprzestrzeniqg lintowq przestrzent R™ z okreslonym iloczynem
skalarnym (-, -) i indukowang przezen normq || ||, i niech x € R"™. Wowczas nastepujace warunki
sq réownowaszne:

(i) Dla dowolnego z € V' zachodzi ||x — y|| < ||z — z||;
(ii) y = Py(x), czyli dla dowolnego z € V' zachodzi réwnosé (z,x —y) = 0.

Dowdéd. (i)=-(ii). Niech y = Py (z) i niech z € V. Jesli z = 0, to (2,2 — y) = 0. Niech wigc
z # 0. Dalej, niech
A=Y+ Az
dla A € R. Oczywiscie z, € V, poniewaz V' jest podprzestrzenia liniowa. Z (i) i z wlasnosci
iloczynu skalarnego mamy wigc

o =yl < flz = 22 = flz =y — Azl

= llz =yl = 22Xz —y, 2) + N?[|=]1%,
a wiec dla dowolnego A € R
NJ2]* = 2M(z — y, 2) > 0,
w szczegblnosci dla A = <$H_Zﬁ’2z> mamy — ﬁif 2

0.

> 0, co jest mozliwe tylko wtedy gdy (z —y, z) =

(ii)=-(i). Z wlasnoéci iloczynu skalarnego oraz z (ii) mamy dla dowolnego z € V
Iz =2l = llz = yl* + lly — 2* + 2(2 =y, y — 2) = |y — =",
co daje (i). m
Pojecie rzutu ortogonalnego mozna uogélni¢ na zbiory inne niz podprzestrzen liniowa.

Definicja 4.4.5 Niech w R" okrelony bedzie iloczyn skalarny (-, ) i indukowana przezen norma
| - ||. Niech C' C R™ i niech € R™. Punkt y € C spemiajacy ||z — y|| < ||z — z|| dla dowolnego
z € C' nazywa sie rzutem metrycznym punktu z € R™ na podzbiér C.

Uwaga 4.4.6 Jesli V C R" jest podprzestrzenig liniowa, to zgodnie z twierdzeniem 4.4.4 rzut
ortogonalny Py jest rzutem metrycznym na V' i odwrotnie. W ogdlnym przypadku z samej
definicji nie wynika istnienie i jednoznaczno$c rzutu metrycznego.

Whniosek 4.4.7 Niech wR" okreSlony bedzie iloczyn skalarny (-, -) i indukowana przezen norma
| - [|. Niech V. C R™ bedzie podprzestrzeniq afiniczng i niech x € R™ iy € V. Woéwczas
nastepujgce warunki sq rouwnowazine:
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(i) Punkt y jest rzutem metrycznym punktu x na podprzestrzen V', czyli dla dowolnego z € V/
zachodzi ||z — y|| < ||l — z||;

(ii) Dla dowolnego z € V' zachodzi réuwnosé (z —y,x —y) = 0.
Ponadto punkt y spetniajacy (i) bad? (ii) istnieje i jest wyznaczony jednoznacznie.
Cwiczenie 4.4.8 Udowodni¢ wniosek 4.4.7.

Uwaga 4.4.9 Jesli C CR" iz € R", to z samej definicji nie wynika istnienie i jednoznaczno§¢
rzutu metrycznego punktu x na podzbiér C. Mozna natomiast pokazac, ze jesli zbiér C jest
domkniety i wypukly, to dla dowolnego = € R"™ rzut metryczny punktu z na C' istnieje i jest
wyznaczony jednoznacznie. Oznaczamy go wéwczas symbolem Po(x). W szczegdlnoSci, jest tak
dla zbioru C' C R™ bedacego podprzestrzenia afiniczna, co wynika réwniez z wniosku 4.4.7.

Cwiczenie 4.4.10 Korzystajac z wniosku 4.4.7 sprawdzi¢ stuszno$¢ wzoréw na rzuty metryczne
punktu z € R dla podanych podanych zbioréw V' C R™:

(a) JeSli V jest hiperplaszczyzna, tzn. V = H(a, ) := {z € R" : (a,z) = B}, gdzie a € R",
a # 0, 8 € R, to zachodzi wzor

<CL,JZ> _ 60“

Py(z) =z — 5
[l

(b) Jesli V jest pélprzestrzenia, tzn. V = H_(a,f) := {2z € R" : (a,2) < §}, gdzie a € R",
a# 0, 8 € R, to zachodzi wzér

lal®

(c) Niech V' C R" bedzie zbiorem rozwigzan ukladu réwnan liniowych, tzn. V = {y € R" :
Ay = b}, gdzie A jest macierza typu m x n pelnego rzedu wierszowego i b € R” (zauwazy¢,
ze uktad ten posiada rozwiazanie). Wéwezas zachodzi wzér

Py(z) =z — AT (AAT) ' (Az —b).

W szczegdlnosei, dla x = 0 otrzymamy Py (0) = AT(AAT) 71, co oznacza, ze AT (AAT)™1b
jest rozwiazaniem o najmniejszej normie réwnania Az = b

Definicja 4.4.11 Dla macierzy kwadratowej A definiujemy rekurencyjnie jej potege: Al = A,
Al = A"A n € N,

Definicja 4.4.12 Mo6wimy, ze macierz kwadratowa A jest idempotentna, jesli A? = A.

Cwiczenie 4.4.13 Niech A bedzie macierzg pelnego rzedu wierszowego. Pokazac, ze macierze
AT(AAT)TA T T — AT(AAT) 1A sa idempotentne.

Cwiczenie 4.4.14 Niech A bedzie macierza pelnego rzedu kolumnowego. Pokazac, ze macierze
A(ATA)TTAT i T — A(ATA)LAT sy idempotentne.
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Definicja 4.4.15 Niech w R" bedzie okre$lony iloczyn skalarny (-,-) i niech V' C R" bedzie
podprzestrzeniq liniowa. Zbior

Vii={y eR":Voev (y,2) =0}

nazywamy podprzestrzeniq ortogonalng do V' (lub wzupetnieniem ortogonalnym podprzestrzeni

V)

Cwiczenie 4.4.16 Niech V C R” bedzie podprzestrzeniq liniowa. Pokazaé, ze V* jest pod-
przestrzenia liniows.

Twierdzenie 4.4.17 (rozklad ortogonalny przestrzeni) Niech wR" bedzie okreslony iloczyn
skalarny (-,-) i niech V. C R" bedzie podprzestrzeniq liniowqg. Woéwezas dla dowolnego x € R™
istniejgy € V i z € V1 takie, e

r=y+z (4.7)

1 8 one wyznaczone jednoznacznie. Ponadto y = Pyx 12 = Pyix.

Dowéd. Zdefiniujmy 4 := Pyx i 2 := ¢ — Pyx. Oczywiscie y € V. Pokazemy, 7ze z € V. Z
definicji rzutu ortogonalnego, dla dowolnego v € V' mamy

(z,v) = (x — Pyz,v) =0,

a wiec z € V1. Jednoczeénie, z definicji rzutu ortogonalnego na V+ wynika, ze dla dowolnego
ueVt
<ZE - (CL’— PVI)7U> = <PvlL’,U> - 0,

czyli z := x — Pyx = Pyrx. Otrzymalismy wiec
ZL’:P\/JZ—FZE—P\/JI.
~  N——
2% eVt

Pokazemy teraz jednoznaczno$¢. Gdyby istnialy 4, € Vi z; € V* takie, ze y; # v i 21 # 2 oraz
x = y1 + 21, to odejmujac stronami ostatnig réwnosé i (4.7) otrzymalibySmy y — y; = 2z — 21,
a poniewaz y —y; € V iz — 2z € V%, wiec byloby to mozliwe jedynie w przypadku, gdy
y—1y1 = 2z — 2z = 0. Uzyskana sprzeczno$é dowodzi zatem, ze rozklad (4.7) jest jednoznaczny.
[ |

Twierdzenie 4.4.17 mozemy skrétowo zapisa¢ w postaci
R*=V gVt (4.8)

gdzie @ jest symbolem tzw. sumy prostej. Réwnoéé (4.8) méwi, ze przestrzen R” jest suma
prosta podprzestrzeni V' i podprzestrzeni do niej ortogonalnej, czyli dowolny element przestrzeni

R"™ daje sie jednoznacznie zapisac jako sume elementu poprzestrzeni V' i elementu podprzestrzeni
V+

Definicja 4.4.18 Niech A bedzie macierza typu m x n. Podprzestrzen
ker A:={z € R": Az = 0} (4.9)
nazywamy jadrem macierzy A lub podprzestrzeniq zerowaq tej macierzy. Podprzestrzen
imA:={yeR":Jycgn y= Ax} (4.10)

nazywamy obrazem macierzy A.
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Uwaga 4.4.19 W niektérych podrecznikach uzywa si¢ symbolu AN(A) na oznaczenie jadra
macierzy A i symbolu R(A) na oznaczenie obrazu macierzy A.

W podobny sposéb definiujemy podprzestrzenie ker AT i im AT. Te cztery podprzestrzenie
ker A, im A, ker AT i im AT s3 podstawowymi podprzestrzeniami zwiazanymi z dana macierza
A, co ponizej uzasadnimy.

Twierdzenie 4.4.20 Niech A bedzie macierza typu m x n. Wiowczas
(ker A)* = im A" oraz (im A)* = ker A”. (4.11)

Dowéd. Niech y € ker A i 2z € im AT beda dowolne. Zatem Ay = 0 i ATu = z dla pewnego
u € R". Mamy wéwczas

(y,2) = (y, A"u) = (Ay,u) = 0.
Zatem im AT = (ker A)*. Drugg réwnosé¢ pokazuje si¢ podobnie. m
W przypadku, gdy V' = ker A badz V = im A dla macierzy A typu m X n réwnoS¢ (4.8)

mozemy zapisaé w postaci
R" =ker A @ im AT

badz w postaci
R™ =im A @ ker A.

Ponadto mamy
n = dim(ker A) + dim(im A™)

oraz
m = dim(im A) + dim(ker AT).
Cwiczenie 4.4.21 Pokaza¢, ze dla macierzy A pelego rzedu wierszowego zachodza wzory
Prera(z) =2 — AT(AAT) 1 Ax (4.12)
oraz
Py ar(7) = AT (AAT) Az (4.13)

Poréwna¢ réwnosci (4.12) i (4.13) z ¢wiczeniem 4.4.13.

Wskazéwka. W celu pokazania wzoru (4.12) zauwazy¢, ze x — AT(AAT) 1Az € ker A,
a dalej skorzysta¢ z twierdzenia 4.4.4. W celu pokazania wzoru (4.13) skorzystat z tego, ze
AT(AAT) 1Az € im AT = (ker A)* oraz z twierdzenia 4.4.17.

Twierdzenie 4.4.22 Niech A bedzie macierzg typu m x n. Wowczas
(1)
A(im AT) =im A (4.14)

oraz
AT(im A) = im AT, (4.15)

(ii) Operatory A:im AT —im A i AT :im A — im AT sq réznowartosciowe.

(iii) Zachodzi
dim(im A) = dim(im A”) = rank(A4), (4.16)

gdzie rank(A) oznacza rzqd macierzy A.
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Odwzorowania liniowe A i AT

Dowdéd. (i) Inkluzja C w (4.14) jest oczywista. Niech wiec w € im A, czyli w = Az dla
pewnego x € R". Z rozkladu ortogonalnego wiemy, ze x = y + z, gdzie y € ker A i z € im A7
Zatem w = Az = A(y + 2) = Az, czyli w € A(im AT). Réwnosci (4.15) dowodzi si¢ podobnie.

(i) Wezmy 1,20 € im AT, z; # z9. Woéwezas 1 = ATy, i 2o = ATy, dla pewnych
Y1, Y2 € R™. Przypuétmy, ze Ar; = Axy. Mamy wéwczas

0 # [|og — 5172“2 = (21 — T2, 1 — T2) = (¥1 — X2, ATZ/l - ATZ/2> = (Azxy — Axg,y1 — y2) = 0.

Uzyskana sprzecznoéé dowodzi tego, ze operator A : im AT — im A jest réznowartoéciowy. W
podobny sposéb dowodzi si¢ réznowartosciowosci operatora A : im A — im AT. Zatem A przek-
sztalca wzajemnie jednoznacznie im AT na im A oraz A” przeksztalca wzajemnie jednoznacznie
im A na im A”.

(iii) Poniewaz podprzestrzen im A stanowia wszystkie kombinacje liniowe kolumn macierzy
A, wiec dim(im A) jest liczba liniowo niezaleznych kolumn tej macierzy, czyli jest réwna jej
rzedowi. 7 drugiej strony rzad macierzy A jest réwniez liczba jej liniowo niezaleznych wierszy,
co dowodzi prawdziwosci (4.16). =

4.5 WartoSci wlasne i wektory wlasne macierzy

Warto$¢ wlasna macierzy kwadratowej jest jednym najwazniejszych poje¢ algebry liniowej. W
tym ustepie przedstawimy wiasnoSci tego pojecia. Beda one nastepnie stuzy¢ rozkladowi macierzy
symetrycznej na wartoSci wlasne i rozkladowi macierzy na wartosci osobliwe. Rozklady te maja
wazne zastosowania w wielu dziedzinach w tym w uczeniu maszynowym. Bedziemy tu rozwazaé
macierze o elementach rzeczywistych, ale cze$¢ tych walsnosci przystuguje réwniez macierzom o
elementach zespolonych.



4.5. WARTOSCI WLASNE I WEKTORY WLASNE MACIERZY 47

Definicja 4.5.1 Liczbe A € C nazywamy wartoscig wlasng macierzy kwadratowej A typu n xn
o wartosciach rzeczywistych, jesli istnieje niezerowy wektor v € C™ taki, ze

Av = . (4.17)

Dowolny wektor v € C" spetiajacy réwnosé (4.17) nazywamy wektorem wlasnym macierzy A
odpowiadajacym wartosci wiasnej .

Mimo, ze A jest macierza o warto$ciach rzeczywistych, zaréwno warto$é wlasna moze by¢
liczba zespolona, jak i wektor wlasny moze mie¢ zespolone wspélrzedne. Oczywiscie wektor ze-
rowy jest wektorem wlasnym odpowiadajacym dowolnej wartoSci wlasnej, gdyz dla dowolnego
A € C réwnost (4.17) jest spelniona gdy x = 0. W przypadku, gdy warto$¢ wlasna macierzy A
jest liczba rzeczywista, to wyznaczenie odpowiadajacego jej wektora wlasnego mozemy ograniczy¢
do R™.

Definicja 4.5.2 Niech A bedzie macierzg kwadratows typu n x n o elementach rzeczywistych.
Wielomian stopnia n postaci det(A — AI) nazywamy wielomianem charakterystycznym macierzy

A.

Twierdzenie 4.5.3 Wielkosc \ jest wartoscig wlasng macierzy A typu nxn wtedy i tylko wtedy,
gdy macierz A — X jest osobliwa, czyli det(A — X\I) = 0. W konsekwencji macierz A posiada n
wartosci wtasnych, przy czym miektore z nich mogaq si¢ powtarzac.

Dowéd. Réwnosé (4.17) mozemy zapisaé w postaci (A — Al)v = 0. Widzimy, ze A jest
warto$cig wlasng macierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie jednorodne (A — A\)v = 0
posiada niezerowe rozwigzanie. Oznacza to, ze macierz A — Al jest osobliwa, czyli wszystkie
warto$ci wlasne macierzy A sa rozwiazaniami réwnania det(A — AI) = 0. Zgodnie z zaadniczym
twierdzeniem algebry, pierwiastkéw tego réwnania jest n, przy czym niektore mogg sie powtarzac.
]

Majac wyznaczong wartoS¢ wiasng A € C macierzy A, odpowiadajacy jej wektor wiasny
v mozemy wyznaczy¢ rozwiazujac réwnanie jednorodne (A — Al)v = 0. Jak juz zauwazyli$émy
wczesniej, jesli A jest liczba rzeczywista, to mozemy ograniczy¢ sie do wektoréw wlasnych v € R™.

Cwiczenie 4.5.4 Niech A bedzie wartoScig wlasng macierzy A typu n X n i niech C' bedzie
macierzg nieosobliwg tego samego typu. Pokazac, ze \ jest warto$cia wlasng macierzy B :=
CAC. Wywnioskowaé stad, ze obie macierze A i CAC~! majg te same warto$ci wlasne.

Cwiczenie 4.5.5 Niech A bedzie macierzg kwadratowsa i niech A bedzie jej wartoScig wlasng
za$ u odpowiadajacym jej wektorem wlasnym. Pokazac, ze:

(a) Dla dowolnego k € N wielkoSc A¥ jest wartoscia wlasna macierzy A* i u jest odpowiadaja-
cym jej wektorem wiasnym;

(b) Jedli dodatkowo zalozymy, ze A jest nieosobliwa, to A\™' jest wartoscia wlasna macierzy
A1 i u jest odpowiadajacym jej wektorem wlasnym.

Twierdzenie 4.5.6 Zbior wszystkich wektorow wiasnych odpowiadajgcych ustalonej wartosci
wtasnej A macierzy A jest podprzestrzeniq liniowg.

Dowdéd. Niech A € C bedzie wartoscia wlasng macierzy A, za$ u,v € C" beda odpowiada-
jacymi jej wektorami wiasnymi. Wéwcezas dla dowolnych «, 8 € C zachodzi

A(au + pv) = aAu + BAv = alu + SAv = N au + pv),

co oznacza, ze au + [Pv jest wektorem wltasnym odpowiadajacym wartoSci wlasnej A. Zatem
zbiér wektoréw wilasnych odpowiadajacych wartosci wiasnej A jest podprzestrzenia liniowa. m
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4.5.1 Wektory wlasne i wartosSci wlasne macierzy symetrycznej
i macierzy ortogonalnej

Twierdzenie 4.5.7 Wszystkie wartosci wlasne macierzy symetrycznej sq liczbami rzeczywistymi.
W konsekwencji dowolny wektor wtasny macierzy symetrycznej ma wspdtrzedne rzeczywiste.

Dowéd. Niech A\ € C bedzie wartoécia wlasng macierzy symetrycznej A (czyli A = A7) i
v # 0 odpowiadajacym jej wektorem wlasnym. Z aksjomatéw iloczynu skalarnego w C" mamy

Ao, 0} = (Ao, 0) = (v, ATv) = (v, Av) = (0, Av) = Mo, 0),
a poniewaz v # 0, wiec A=\, czyli A\ € R. m

Twierdzenie 4.5.8 Wektory wlasne odpowiadajgce roznym wartosciom witasnym macierzy sym-
etrycznej A sq wzajemnie ortogonalne.

Dowéd. Niech Au = A ui Av=pv dla A\, u € R, X\ # p oraz u,v € R". Woéwcezas
AMu, v) = (Au,v) = (u, Av) = (u, ) = p{u, v).
Oznacza to, ze (u,v) =0. =

W twierdzeniu 4.5.8 zalozenie, ze macierz jest symetryczna jest istotne. Nawet male odstepstwo
od symetrii macierzy moze spowodowa¢ duzg zmiane w kacie miedzy wektorami wlasnymi.

[i¢]

1 €
B{O 1+5}

dla malego ¢ > 0. Jakie sa wartoSci wlasne i wektory wlasne macierzy A i B? Jaki jest kat
miedzy wektorami wlasnymi macierzy A i jaki jest kat miedzy wektorami wlasnymi macierzy B?

Cwiczenie 4.5.9 Niech

Twierdzenie 4.5.10 Wszystkie wartosci wtasne macierzy ortogonalnej U majg modut rowny 1.

Dowdéd. Niech U bedzie macierzg ortogonalng, A € C jej wartoScig wilasng i u € C”
odpowiadajacym jej niezerowym wektorem wlasnym. Woéwczas

(Uu, Uu) = My M) = M, u) = |A] (u,u) = [N (w, UTUu) = A (Uu, Uu).
Stad [A\* =1, czyli [\ =1. m

Okazuje sie, ze wlasno$¢ macierzy symetrycznych wyrazona w twierdzeniu 4.5.8 przystuguje
réwniez macierzom ortogonalnym.

Twierdzenie 4.5.11 Wektory wtasne odpowiadajace réznym wartosciom wtasnym macierzy or-
togonalnej U sq wzajemnie ortogonalne.

Dowéd. Niech A, u € C beda dwiema réznymi warto$ciami wlasnymi macierzy ortogonal-
nej U i u,v € C" odpowiadajacym im wektorom wilasnym. Najpierw pokazemy, ze A\ # 1.
Przypu$tmy bowiem, ze jest przeciwnie, czyli A\ii = 1. Wéwezas, na mocy twierdzenia 4.5.10

=M = Alpl* = X,
co stol w sprzecznoéci z zalozeniem, ze \ # p. Zatem A # 1. W konsekwencji
MNi(w, v) = O, o) = (Uu, Uv) = (u, UTUv) = (u,v),
co jest mozliwe tylko wtedy gdy (u,v) =0. =
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4.6 Rozklad macierzy na wartoSci wlasne

Rozktad macierzy symetrycznej na wartosci wiasne jest waznym elementem algebry liniowej
zaréwno z teoretycznego jak i praktycznego punktu widzenia. Jest on szekoro stosowany w wielu
naukach inzynierskich, w tym w uczeniu maszynowym. Rozklad ten jest podstawa do rozkiadu
macierzy na wartosci osobliwe, a ten z kolei ma zastosowanie w tzw. wlaSciwym rozkladzie
ortogonalnym, czy w analizie gléwnych skladowych, ktére majg zastosowanie na przyktad w
analizie danych czy w statystyce.

Definicja 4.6.1 Niech A bedzie macierza kwadratowa. Jesli istnieje macierz ortogonalna U i
macierz diagonalna D = diag(dy,ds, ..., d,), gdzie d; € R, j = 1,2, ..., n, takie, ze A = UDU?, to
réwnoS¢ te nazywamy rozktadem macierzy A na wartosci wilasne.

Zanim przejdziemy do warunkéw istnienia takiego rozktadu, podamy jego interpretacje geom-
etryczna. Macierz U jako macierz ortogonalna jest macierzg przeksztalcenia liniowego nie zmieni-
ajacego dlugosci wektoréw. W istocie takie przeksztalcenie jest ztozeniem obrotéw i odbic. W
konsekwencji, macierz U jest iloczynem macierzy obrétéw Givensa i macierzy odbi¢ Household-
era. Jak juz wiemy, macierz U” jest macierza odwrotng do U, czyli U~ = U”. Z drugiej strony
macierz diagonalna D dziata na wektory w ten sposéb, ze przeskalowuje jego wspdlrzedne, a
dokladniej przemnaza jego wspélrzedne przez wartoSci lezace na gléwnej przekatnej macierzy
D, czyli Dz = (dyx1,dsxs, ...,d,x,). Zobaczmy wiec na czym polega przeksztalcenie liniowe,
ktérego macierzg jest UDUT. Przeksztalcenie to dziata na wektor z w ten sposéb, ze najpierw
naklada na niego przeksztalcenie ortogonalne U” (czyli niezmieniajace diugosci wektora x) w
wektor y := U~ 'z. Na przyklad U” moze by¢ macierza obrotu o kat «. Nastepnie wektor y jest
przeskalowany przez macierz diagonalng D, czyli w = Dy (jego wspéhrzedne zostaja wydtuzone
lub skrécone z ewentualng zmiang znaku tej wspolrzednej, zgodnie z wartosciami ma przekatnej
macierzy D). Na koniec na wektor w dzialamy macierza ortogonalng U, czyli odwrotng do U™.
Ta macierz rowniez nie zmienia dlugoSci wektoréw. W konsekwencji wynikiem zlozenia tych
trzech dziatan jest wektor z = UDU” .

Twierdzenie 4.6.2 Niech A bedzie rzeczywistq macierzq symetryczng typu n X n. Wowczas
istnieje macierz ortogonalna U i macierz diagonalna D = diag(dy, ds, ..., d,), gdzie d; € R, j =
1,.2,....n, takie, ze

A=UDUT, (4.18)

przy czym d; sq wartosciami wiasnymi macierzy A, a kolumny u; macierzy U sq odpowiadajacymi
mm wektorami wlasnymi, j = 1,2, ...,n.

Dowéd. Niech d; € R bedzie warto$cia wlasng macierzy A za$ v; € R” — odpowiadajacym
jej unormowanym wektorem wilasnym, czyli Av; = djv; i ||v1|| = 1. Niech Ry := R,,_., bedzie
macierza Householdera przeprowadzajaca e; w vy 1 jednoczeénie v; w ey (patrz éwiczenie 2.2.52).
Wéwcezas mamy

(RI{ARl)Gl = R{Aﬂl = lefvl = d1€1. (419)

Zatem pierwsza kolumna macierzy RI AR; jest wektorem dye; i z uwagi na symetrycznoéé
macierzy A i Ry, macierz RT AR, jest symetryczna i

T | dy 0
RTAR, = { 0 A | (4.20)

gdzie macierz A; typu (n — 1) x (n — 1) jest réwniez symetryczna. Mnozac te réwnoSé z lewej

strony przez R, i z prawej przez R! i pamigtajac, ze R; jest macierzg ortogonalng otrzymamy

A=R, { Cél /(1)1 } RT (4.21)
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Postepujac w podobny sposéb z macierza A; otrzymamy

dy 0
Al = R2 |: 02 A2 :| Rg, (422)

gdzie dy € R jest jej warto$cig wlasng, v, € R ! odpowiadajacym jej unormowanym wektorem
wlasnym i Ry := R,,_,, macierza Householdera w R"~! przeprowadzajaca ¢; € R" ! w vy i
jednocze$nie v, W €1, za§ Az jest macierza symetryczng typu (n — 2) x (n — 2). Oznaczajac

1 0
Uz:Rl[o RJ

otrzymujemy wiec

d 0
A = R, dy 0 r | RY

- 1 [ d 0
1 0 1 0

= R dy 0 { T]R{
- 2 [d 0 0

= R (1)]2 0 dy O [éé)T}RlT
- 110 0 A 2
[d, 0 0

= Uy | 0 dy 0 |U]
0 0 A

0 122 jest ortogonalna, a wigc i macierz Us typu n X n jest
ortogonalna jako iloczyn macierzy ortogonalnych. Postepujac dalej przez indukcje otrzymamy
ostatecznie A = UDUT gdzie U = [uy, ..., u,] jest macierza ortogonalng o kolumnach u; € R",

7 =1,2,...,n. Mnozac te réwnos¢ obustronnie przez U otrzymamy

Zauwazmy przy tym, ze macierz [

AU = UD,

czyli

Alug, ug, .oy Up| = [ur, ug, ..., uy| D = [dyug, doug, ..., dyuy],
co mozemy inaczej zapisa¢ Au; = d;u;, j = 1,2,...n. Zatem d; sa wartosciami wlasnymi macierzy
A za$ u; odpowiadajacymi im wektorami wlasnymi, j = 1,2, ...,n, stanowigcymi uktad ortogo-
nalny. Poniewaz macierz symetryczna posiada doktadnie n wartosci wlasnych, wiec sg nimi d;,
ji=12..n =

Rozklad macierzy symetrycznej A na wartoSci wlasne przedstawiony w twierdzeniu 4.6.2
nazywa sie réwniez rozktadem Schura.

Uwaga 4.6.3 Niech A € R jest wartoécia wlasng macierzy A; wymiaru (n — 1) X (n — 1)
wystepujacej w dowodzie twierdzenia 4.6.2 za§ u € R"~! bedzie odpowiadajacym jej wektorem

wlasnym, czyli Aju = Au. Wéwcezas )\ jest wartoScig wlasna macierzy A zas v = R, " jest
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odpowiadajacym jej wektorem wlasnym. Istotnie. Na mocy wzoru (4.21) mamy

- an[2]-nff 2] 2

u

S TRIBE
a2l

Definicja 4.6.4 Niech A bedzie macierzg kwadratowa o elementach rzeczywistych. Krotno§é
pierwiastka A réwnania charakterystycznego det(A — M) = 0 nazywamy krotnociq wartosci
wlasnej A macierzy A.

Cwiczenie 4.6.5 Pokazac, ze rzad macierzy symetrycznej jest liczba niezerowych wartoSci
wiasnych tej macierzy z uwzglednieniem ich krotnosci.
Wskazéwka. Skorzystac¢ z twierdzenia 4.6.2 i ¢wiczenia 2.2.8.

Cwiczenie 4.6.6 Pokazaé, ze krotno$¢ warto$ci wiltasnej macierzy symetrycznej jest réwna
wymiarowi podprzestrzeni liniowej odpowiadajacym jej wektorow wiasnych.

Cwiczenie 4.6.7 Pokazaé¢, ze dla niezerowego wektora v macierz uu? jest macierzg rzedu pier-
wszego, a wigc posiada tylko jedng niezerowa i jednokrotng warto$¢ wiasnag A = ||ul|?, za$ u jest
odpowiadajacym jej wektorem wiasnym. W szczegdlnosci, jesli u jest wektorem unormowanym,
to A = 1. Poza tym macierz ta ma (n — 1)-krotna warto$¢ wtasng A = 0, a (n — 1)-wymiarows
podprzestrzenig odpowiadajacych jej wektoréw whasnych jest W = {w € R™ : ul'w = 0}.
Uwaga 4.6.8 Rozklad (4.18) mozemy zapisaé w postaci,

A= AlululT + /\2u2u2T + ..+ )\nunug.

Widzimy wiec, ze macierz symetryczng mozemy zapisa¢ jako sume macierzy rzedu pierwszego
Ajuju; o wartoéciach wlasnych Aj, j = 1,2,...,n.

Cwiczenie 4.6.9 Pokazaé, ze dla macierzy symetrycznej G stopnia n o wartoSciach wlasnych
Ayt =1,2,...,n zachodzi

tr(G) = > A (4.23)
j=1
Wskazdéwka.

(a) Zauwazy¢, ze dla macierzy kwadratowych A i B stopnia n zachodzi tr(AB) = tr(BA);

(b) Korzystajac z (a) pokaza¢, ze dla dowolnej macierzy niesobliwej C' zachodzi tr(C~'AC) =
tr(A);

(c) Dla dowodu (4.23) skorzysta¢ z (b) i z twierdzenia 4.6.2.

Cwiczenie 4.6.10 Pokazac, ze:

(a) Jesli w twierdzeniu 4.6.2 zalozymy dodatkowo, ze macierz A jest dodatnio (nieujemnie)
okreslona, to jej wszystkie wartoéci wlasne sa dodatnie (nieujemne);
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(b) Prawdziwa jest réwniez implikacja odwrotna, tzn, jesli wszystkie warto$ci wlasne macierzy
A sa dodatnie (nieujemne), to macierz A jest dodatnio (nieujemnie) okreslona.

Podsumujemy teraz poznane fakty dotyczace macierzy dodatnio (nieujemnie) okreslonych.
Twierdzenie 4.6.11 Dla macierzy symetrycznej A stopnia n nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) A jest okreSlona dodatnio (nieujemnie);
(i) wszystkie wartosci wltasne macierzy A sq dodatnie (nieujemne);

(iii) istnieje macierz ortogonalna U i macierz diagonalna D o dodatnich (nieujemnych) elemen-
tach na gléwnej przekatnej takie, e A = UDUT (tzw. rozktad wedlug wartoci wtasnych,
ang. eigenvalue decomposition);

(iv) istnieje okreslona dodatnio (nieujemnie) macierz G taka, ze A = G*.

Roéwnowazno$é (i)<=-(iv) daje podstawe do okreSlenia pierwiastka z macierzy nieujemnie
okreslonej, podobnie jak definiuje sie pierwiastek z liczby nieujemnej.

Definicja 4.6.12 Niech A bedzie macierza nieujemnie okreslona, macierz G speliajaca réownoscé
A = G? nazywa si¢ pierwiastkiem z macierzy A. Piszemy G = As.

Uwaga 4.6.13 Dla dodatniej okreS§lonosci macierzy podaje sie czasem réwniez warunek konieczny
i wystarczajacy w postaci:

(v) wszystkie wiodace minory gtéwne A, Ao, ..., A, sa dodatnie (tzw. twierdzenie Sylwestra).

Twierdzenie to nie przenosi si¢ jednak bezposrednio na przypadek nieujemnej okreslonoSci
macierzy, tzn. z nieujemnosci wiodacych minoréw gléwnych ne wynika nieujemna okreslonosc¢
macierzy. Natomiast prawdziwe jest stwierdzenie, ze macierz A jest nieujemnie okre§lona wtedy i
tylko wtedy, gdy wszystkie jej minory gléwne (a nie tylko wiodace minory gléwne Ay, Ao, ..., A,,)
sg nieujemne. Sprawdzenie tego warunku dla macierzy wiekszego wymiaru jest jednak kltopotliwe
(wszystkich minoréw gléwnych macierzy kwadratowej stopnia n jest 2" — 1).

Przyklad 4.6.14 Dla macierzy symetrycznej

A:

c oo
— o o
_—_ O

wiodace minory gléwne A, Ay, Aj sa nieujemne (w istocie A; = 0,7 = 1,2, 3), natomiast macierz
ta jest nieokreglona: dla s = (0,0,1) mamy s” As > 0 za$ dla s = (0, —1,1) mamy s’ As < 0.
Zwréémy uwage na fakt, ze minor gtéwny powstaly przez skre$lenie pierwszego wiersza i pierwszej
kolumny macierzy A jest ujemny.

Twierdzenie 4.6.15 Niech A bedzie macierzq rzeczywistq. Zachodzi réunosé

[AIl = v/ Amax(ATA),

gdzie ||Al| oznacza norme spektralng macierzy A, zas Amax(ATA) jest najwickszq wartosciq
wlasng macierzy AT A.
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Dowdéd. Poniewaz AT A jes macierzg symetryczna nieujemnie okreélona, wiec istnieje macierz
ortogonalna U = [uy,us, ..., u,] i macierz D = diag(A\, \a, ..., \,) takie, ze ATA = UDUT i
Ay J = 1,2,...,n, sa wartoSciami wlasnymi macierzy AT A, za$ u; odpowiadajacymi im wek-
torami wlasnymi. Poniewaz ATA jako macierz Grama jest macierza nieujemnie okreslona,
wiec A; > 0, j = 1,2,...,n (patrz ¢wiczenie 4.6.10). Zatem Apax(ATA) > 0. Oznaczajac
D2 = diag(v/A1, VA2, ..., v/An) nietrudno zauwazy¢, ze D = Dz Dz. Poniewaz y := |[UTz|| = ||z||
(UT jest macierza ortogonalng), wigc dla dowolnego wektora x € R

|Az||? = 2TATAr =2TUDUTx = TUDI DU Ty

1 1
ID2U 2| = |ID2yl”> = \y;
j=1

< Amax(ATA)[Y[* = Amax(ATA) [[2]*.

Zatem A2
|A|? = sup IA=] Amax(AT A).

lel=1 |zl
7 drugiej strony, dla wektora wlasnego u; macierzy A”A odpowiadajacego wartosci wlasnej

Amax (AT A) otrzymamy
| A ||* = ul AT Auy = Apax (AT A) ||ug|?,

czyli

Az|? Au ||
HAH2: sup H ‘rH > H UH :)\max(ATA)y

lzi=1 Nzl Jlugll?

a wiec [|A]]? = Apax(ATA). =

Dowdéd. Przedstawimy teraz inny dowdd powyzszego twierdzenia oparty o twierdzenie
Kuhna—Tuckera, ktére bedzie podane w rozdziale 5.

Zgodnie z definicja normy macierzy, || Al| = sup|,—; [|Az||. Na mocy twierdzenia Weierstrassa
ten kres gérny jest osiagniety dla pewnego z* € R™ (funkcja f(z) := ||Az|| jest ciagla i zbiér

{z € R": ||z|| = 1} jest zwarty). W celu wyznaczenia tego kresu gérnego wystarczy rozwiazac
zadanie
maksymalizowa¢  f(x) = ||Ax||
. ) (4.24)
przy ograniczeniu |z =1

rownowazne zadaniu
minimalizowaé h(z) = —||Az|?
przy ograniczeniu ||z||? = 1.

(4.25)

Zauwazmy, ze w dowolnym punkcie dopuszczalnym speliony jest warunek regularnosci LICQ, bo
gradient ograniczenia jest niezerowy dla dowolnego punktu dopuszczalnego. Funkcja Lagrange’a

dla tego zadania ma posta¢ L(z,\) := —||Az||? + A(J|z]|* — 1). Na mocy twierdzenia Kuhna—
Tuckera istnieje mnoznik Lagrange’a A\* taki, ze para (z*, \*) spelia uklad réwnan
VoL(z,\) = —2ATAz +2X\z =0,
8L<x7 y) 2
— = —1=0.
e

7Z pierwszego réwnania wynika, ze \ jest wartoécig wlasng macierzy AT A. Po pomnozeniu pier-
wszego réwnania przez x” i skorzystaniu z drugiego réwnania otrzymamy ||Az||? = X. Widzimy
wiec, ze v/ jest jednoczeénie optymalna wartoécia funkeji celu || Az|| zadania (4.24). Poniewaz
niezaleznie od = bedacego rozwiazaniem zadania (4.25) mnoznik Lagrange’a A jest okre$lony jed-
noznacznie (bo speiony jest warunek LICQ), wigc || Az||* osiaga na zbiorze {x € R™ : ||z|| = 1}
swoje maksimum réwne [|Az*||> = Apax (AT A). =
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Whniosek 4.6.16 Jesli macierz symetryczna A typu m X m jest okreslona nieujemnie, to dla
dowolnego s € R™ zachodza nieréunosci

/\min(A)||5”2 < sT As < )\max(A)”SHQ; (4.26)

gdzie Amin(A) @ Amax(A) sa nagmniejszq i najwiekszq wartosciq wtasng macierzy A. Ponadto,
pierwsza bgdZz druga nieréwnosc staje sie réwnosciq dla s bedgcego wektorem wtasnym odpowiada-
jacym wartosci wltasnej Apmin(A) badz Ayax(A).

Dowéd. Z twierdzenia 4.6.11 i z uwagi 4.6.13 wynika, ze A = UDU?, gdzie U jest macierza
ortogonalna, za§ D = diag(d), przy czym wspoétrzedne d;, i = 1,2, ..., m, sa nieujemne. Oczywis-
cie Apax(A) = maxi—12. md; 1 Apin(A) = min;—y 5, d;. Oznaczajac u = U''s mamy

s"As = sTUDU"s = u" Du = Z diu?.
i=1
Poniewaz U jest ortogonalna, wigc ||ul|? = ||s||?, a wigc
Amin(A) e < 5" As < Apax (A) [|ul|?,
co konczy dowdd pierwszej czeSci. Drugg czeS¢ mozna sprawdzi¢ bezposrednio. m

|| Az|?
[l

Zdefiniujmy |A| := infj; =1 . W podobny jak twierdzenie 4.6.15 sposéb mozna udowod-

ni¢ nastepujace

Twierdzenie 4.6.17 Niech A bedzie macierzq rzeczywistq. Zachodzi réwnosé

|A] = / Amin (AT A),
gdzie Ain (AT A) jest najmniejszq wartoscig wtasng macierzy AT A. Jesli A jest macierzq nieosobliwag,
to |A| > 0.
Cwiczenie 4.6.18 Pokaza¢, ze jesli A jest macierzg niosobliwa, to |A| = i A1—1H'
Wskazéwka. Skorzystaé¢ z éwiczenia 4.5.5(b).

Cwiczenie 4.6.19 Pokaza¢, ze rozklad macierzy symetrycznej A na wartoéci wlasne (4.18)
mozna wybra¢ tak, aby wartoSci wlasne lezace na przekatnej macierzy D pojawialy sie w zadanej
z géry kolejnoSci. W szczegdlnosci mozna rozklad na wartosci wiasne wybraé tak, aby na przekat-
nej macierzy D lezaly wartoSci wlasne w malejacej kolejnoSci, czyli

M>XA> > N >Ny = ... =\, =0, gdzie r = rank(A).
Wskazéwka. Zauwazyc, ze:
(a) Dla macierzy permutacji P mamy PP? = I, czyli A= (UP)(PTDP)(UP)7;

(b) Macierz UP jest ortogonalna jako iloczyn macierzy ortogonalnych, za$ jej kolumny sa
permutacja kolumn macierzy U;

(c) Macierz PTDP jest diagonalna, a jej elementy sa permutacja elementéw diagonalnych
macierzy D.

Oba twierdzenia 4.6.15 i 4.6.17 wynikaja z ponizszego ogdlniejszego twierdzenia, zwanego
minimaksowym twierdzeniem Couranta—Fischera.
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Twierdzenie 4.6.20 Niech G bedzie rzeczywistq macierzq symetryczng typu nxXn o wartosciach
wlasnych N\j, j = 1,2,...,n, spelniajgcych nieréwnoscs

A > A > > A\,

Wowczas
. 2'Gx
A = max min ,
dim 5=k 0£zeS xTw
k= 1,2,...,n, przy czym symbol maXgim s— o0znacza, ze maksimum jest po wszystkich pod-

przestrzeniach liniowych S wymiaru k przestrzeni R™.

Dowéd. (wedtug [GvL13]) Niech G = UDUT bedzie rozkladem macierzy symetrycznej
G na wartosci wlasne, gdzie U jest macierza ortogonalng o kolumnach u;, j = 1,2,...,n, za$
D = diag(A1, Aa, ...y Ap). Zdefiniujmy Sy := span{uy, us, ..., ux }, podprzestrzen rozpieta przez
pierwsze k kolumn macierzy U, Uy, := [uq, ug, ..., u| i Dy := diag(A1, Az, ..., \x). Dowolny element
r € S, mozemy przedstawi¢ w postaci z = Upa, gdzie a = (ai,as,...,a;) € R*. Poniewaz
podprzestrzen S, ma wymiar k, wiec oznaczajac y = UTx otrzymamy

. 7Gx . 7Gx ) aTUkTUDUTUka . a'Dya
max min T > min 7 = ml T 7 = min 7
dim S=k 0#zeS xlx 0#ceS, xlx ozacRr a' U, UU Ura 0£acRk  ala
k 2 n 2
—  min Zj:l >‘j (aj) Zj:l Ak(%) .
- k - n 2 - ks
ofackr 3004 (a;)? 2 j=1(a)

czyli Ay < maxXgim 5=k MiNg£zes % Pokazemy, ze zachodzi réwniez nier6wnoS¢ przeciwna.
Niech S bedzie dowolng podprzestrzenia k-wymiarows. Zauwazmy, ze S musi posiadac¢ niezerowy
przekréj z podprzestrzenig S* := span{ug, Ug1, ..U, }, poniewaz dim S + dim S* = n + 1, a wiec
dim(S N .S*) > 1. Niech niezerowy wektor x* = bpug + bgy1Upr1 + ... + by, € SNS*. Oznaczmy
U* = [up, Ut1, oy Un) i DF = diag(Ag, Myt ooy An) Wowezas y* := (UF)Tz* € SF i

) Q:TGSC SC*TG.I* QJ*TUkD(Uk)T.T* y*TDk;y*
min < = - < \p.
ofees xlx Ty e TURUR) 2 y Ty

Poniewaz nieréwnoSci te zachodza dla dowolnej k-wymiarowej podprzestrzeni S, wiec

< Ak

o 2TGx
max min —
dim S—k 0£zeS Tz

Cwiczenie 4.6.21 Pokazaé, ze twierdzenia 4.6.15 i 4.6.17 wynikajg z twierdzenia Couranta—
Fischera.

4.7 Rozklad macierzy na wartoSci osobliwe

Rozklad macierzy na wartosci osobliwe odgrywa wazng role w uczeniu maszynowym. Rozklad
tej jest podstawa analizy gléwnych sktadowych i wlaSciwego rozktadu ortogonalnego, ktére sg
wykorzystywane w uczeniu maszynowym. Zagadnienia te przedstawimy w dalszej czeSci tego
rozdziatu.
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Definicja 4.7.1 Niech A bedzie rzeczywista macierza typu m x n. Je§li istniejg rzeczywista
macierz ortogonalna U typu m X m, rzeczywista macierz ortogonalna V' typu n X n i macierz
diagonalna ¥ typu m X n o elementach na przekatnej o;, i = 1,2, ..., p = min{m, n} speliajacych
nieréwnosci

01>09>...20,>0,41=..=0,=0 (4.27)
i takie, ze

A=UxVT, (4.28)

to réwnosé (4.28) nazywamy rozkladem macierzy A na wartosci osobliwe (ang. singular value
decomposition), a liczby o;, i = 1,2, ..., p, nazywaja si¢ wartosciami osobliwymi macierzy A (ang.
singular values). Kolumny macierzy U nazywaja sie lewymi wektorami osobliwymi macierzy A
a kolumny macierzy V — jej prawymi wektoramsi osobliwymi.

Zanim przejdziemy do problemu istnienia rozkladu macierzy na wartosci osobliwe, poznamy
jego pewne wlasnosci pod warunkiem, ze taki rozktad istnieje.

Zapisujac macierze ortogonalne U i V' w postaci blokowej tzn. U = [ug, ug, ..., uy,| i V =
[V1, V2, ..., Uy, gdzie u;, i = 1,2,...,m, sa kolumnami macierzy U, za$ v;, j = 1,2,...,n, sa
kolumnami macierzy V', i w (4.28) mnozac macierze blokowo

op 0 --- 0 O T
0 o2 -+ 0 O vlT
UEVT: [ul,ug,...,um] : : : : 2
o 0 - o, 0 U.T
| 00 -~ 0 0] "
réwnos¢ (4.28) mozemy réwniez zapisaé w postaci
A= o). (4.29)
i=1

Poniewaz macierz V' jest ortogonalna, wigc jej kolumny stanowia baze w R", czyli dowolny
wektor € R™ mozemy zapisa¢ w postaci x = 22:1 a;v;. Zatem, z uwagi na ortogonalnosc
macierzy U 1V,

2

2 T
| Az||? = => ajo}. (4.30)
=1

T n T

T
g oiu;v; ( E a;v;) E 00U
i=1 j=1 i=1

W niektérych zagadnieniach praktycznych, dla danej macierzy A wielko$¢ ||Az||? nazywa sie
energiq wektora x.

Ponizsze twierdzenie podaje zwiazek rozkladu macierzy A na wartosci osobliwe z rozkladem
na wartoéci wlasne macierzy ATA i AAT. W twierdzeniu tym zaktadamy wprawdzie istnienie
rozktadu macierzy A na wartosci osobliwe, ale pézniej pokazemy, ze taki rozklad rzeczywiscie
istnieje.

Twierdzenie 4.7.2 Niech A bedzie rzeczywistq macierzq typu m x n zas (4.28) jej rozkladem
na wartoéci osobliwe. Wowczas AAT = UDUY, gdzie D = X7 jest macierzq diagonalng typu
m X m postaci

o3 0 - 0 0
0 02 -~ 0 0
D= |t & -~ (4.31)
0 0 -~ 020
o 0 -~ 0 O

oraz ATA =V DV, gdzie D = XTY jest macierzq diagonalng typu n x n postaci (4.31).
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Dowéd. Nierudno zauwazy¢, ze zaréwno LXT jak i X1 sg postaci (4.31), przy czym
pierwsza z nich jest typu m x m, za$ druga — typu n X n. Jest jasne, ze r < p = min{m,n}. Z
réwnosci (4.28) 1 z ortogonalnoéci macierzy U i V mamy

AAT = uxvTvyTut = uxx’u? = upUu”

oraz

ATA=vxTUTusvT = vxIsv?t = vDvT

|
Uwaga 4.7.3 Mnozac réwno$¢ (4.28) prawostronnie przez V' otrzymamy jej réwnowazng postaé
AV =UX% (4.32)

albo po rozpisaniu macierzy U i V' na kolumny

o 0 - 0
0 o9 0
Alvg, vay o U] = [ug, ug, ...,y Uy oo 0 (4.33)
0 0 - o,
L O 0 .
czyli
Avi=ocu; dlai=1,2,...,r, Av;, =0dlai=r+1,....n. (4.34)

Przejdziemy teraz do problemu istnienia rozkladu macierzy A na wartos$ci osobliwe.

Twierdzenie 4.7.4 Niech A bedzie rzeczywistq macierzq typu m x n. Wowczas istniejq rzeczy-
wista macierz ortogonalna U typu m X m, rzeczywista macierz ortogonalna V- typu nxn 1 macierz
diagonalna X typu m xXn o elementach rzeczywistych na przekgtnej o;, i = 1,2,...,p = min{m,n}
takie, e zachodzi réwnosé (4.28), przy czym wartosci osobliwe o;, i = 1,2,...,p, spelniajq
nierownosct

01>09>..20,>0,41=..=0,=0. (4.35)

Ponadto, rank(A) = r.

Dowéd. Poniewaz macierz AT A jest nieujemnie okre$lona, wiec istnieje jej rozklad na
wartoéci whasne ATA = VDV gdzie V = [v1, vy, ..., v,] jest macierzg ortogonalna, ktérej kolum-
nami sg wektory wlasne macierzy AT A, a D = diag(\1, Mg, ..., \y), Przy czym mozna przyjac, ze
wartosci wlasne A;, j = 1,2, ...,n, macierzy A sa ustawione w kolejnoSci malejacej, tzn.

/\1 > )\2 > ... > /\7’ > /\7’+1 = )\n = 0,

gdzie r = rank(AT A) (patrz ¢wiczenie 4.6.19). Niech o; = \/)\;, j = 1,2,...,n, oraz niech
U = %Avi, 1=1,2,...,7. Wéwczas

A'U,L' :O'Z'Ui,?:: 1,2,...,7’. (436)
Jest oczywiste, ze wektory u;, 1 = 1,2, ...,7, sg ortogonalne, bo

1, jeglii=j,

1
U; U (Av;)" Avj; = v; v, { 0. jedlii £ . (4.37)

00
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1,7 = 1,2,...,r. Jesli r = n, to dowdd jest zakonczony, bo zgodnie z uwaga 4.7.3, réwnosc
(4.36) jest réwnowazna réwnosci (4.28). Jesli natomiast r < n, to wéwczas A = 0 jest (n — r)-
krotna warto$cia wlasna macierzy AT A i odpowiadajacej jej wektory wlasne tworza (n — r)-
wymiarowa, podprzestrzen liniowa (patrz ¢wiczenie 4.6.6). Wybierajac w tej przestrzeni (n — r)
liniowo niezaleznych wektoréw wlasnych mozna je podda¢ ortogonalizacji otrzymujac ukiad or-
togonalny v, 1, V.49, ..., v,. Podobnie, m — r liniowo niezaleznych wektoréw wtasnych macierzy
AAT odpowiadajgce wartoéci wlasnej A = 0 mozna zortogonalizowaé otrzymujac uklad ortog-
onalny , 1, Upyo, ..., Uy W tej sytuacji macierze U = [uy, ug, ..., up] 1 V = [v1, v, ...,v,] beda
ortogonalne i beda spelione wszystkie réwnoSci (4.34), co jest réwnowazne rozkladowi (4.28).
]

Uwaga 4.7.5 Rozklad na wartoSci osobliwe nie musi by¢ jednoznacznie okreslony.

10

Przyklad 4.7.6 Macierz A := [ 0 1

1 ma dwa rézne rozklady na wartoSci osobliwe

oraz
o 1] [ t][ro)[s ¥
1 0 1 V3 0 1 V3o 1|
2 2 2 2

Ogodlnie, zal6zmy dla uproszczenia, ze A jest macierza kwadratowa posiadajaca przynajmniej
dwie identyczne wartosci osobliwe o; i 0, @ # j i niech A = UXV7T bedzie jej rozkladem na
wartosSci osobliwe. Niech Uy = UP iV} = V P, gdzie P jest macierza permutacji zamieniajaca
miejscami wylgcznie elementy ¢ i j. Oznacza to, ze U; powstala przez zamiane w U kolumn 7 i
7, za8 Vi powstala w wyniku zamiany w V' wierszy i i j. Oczywiscie U; rézni sie od U i V; rézni
sie od V', bo ortogonalne kolumny macierzy U badz ortogonalne wiersze macierzy V' nie moga
sie powtarzaé. Zauwazmy ponadto, ze PPT = PT P, gdyz macierz permutacji jest ortogonalna,
oraz PSP =X, gdyz 0; = ;. Mamy wiec

A=Uxv! =UPP'SPP'VT = (UP)(P'YSP)(VP) = U XV,
czyli A ma dwa rézne rozklady na wartosci osobliwe A = UXVT i A = U, XSV,

Whiosek 4.7.7 Niech A = UXV7T bedzie rozktadem na wartosci osobliwe macierzy A typu mxn,
przy czym elementy diagonalne macierzy ¥ (wartosci osobliwe macierz A) spetniajq nieréwnosci
(4.35). Wowczas macierz AT A ma rozktad na wartosci wlasne postaci ATA = VDV?T gdzie
D = ¥TY jest macierzq diagonalng o elementach na gtownej przekatnej (wartosciach wtasnych
macierzy ATA) N\ =02,i=1,2,...,7r i)\ =0,i=r+1,7+2,...,n. Podobnie macierz AAT ma
rozktad na wartosci wtasne postaci AAT = UDUT, gdzie D = ¥X7 jest macierzq diagonalng o
elementach na gldwnej przekgtnej (wartosciach wlasnych macierzy AAT) \; = 02, i = 1,2,...,7
tA=0,i=r+1r+2 .. ,m.

Cwiczenie 4.7.8 Pokaza¢, ze dla macierzy nieujemnie okre§lonej rozktad na wartoSci wiasne
i rozklad na wartoSci osobliwe pokrywaja sie. Wynika stad w szczegdlnoSci, ze wartosci wlasne
macierzy nieujemnie okreslonej sg jej warto$ciami osobliwymi i odwrotnie.

Cwiczenie 4.7.9 Pokaza¢, ze dla macierzy symetrycznej modul jej wartoSci wlasnej jest jej
wartoScig osobliwg i odwrotnie.
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Twierdzenie 4.7.10 Niech A bedzie macierzaq typu m X n posiadajgcg wartosci osobliwe o,
i=1,2,...,p, spetniajace nieréwnosci (4.35). Wowczas

|A|% = tr(ATA) =07+ 05 + ... + 02, (4.38)

Dowéd. Zgodnie z definicja normy Frobeniusa (2.11) mamy
lAlE =2 a.
i=1 j=1

Z drugiej strony oznaczajac kolumny macierzy A przez A, i jej elementy przez a;;, ¢ = 1,2, ..., m,
7 =1,2,...,n, mamy

AT
A3
tI‘(ATA) = ftr . [Al A2 An]
AT
[ ATA, ATA, - ATA, ]
) ATA, ATA, .. ATA,
= 1ur . . . .
| ATA, ATAy - ATA, |
- ZAJTAJ - ZZa?j,
j=1 j=1 i=1

co dowodzi pierwszej rownosci. Dla dowodu drugiej réwnosci wystarczy postuzy¢ sie réwnoscia,
(4.23) pamigtajac, ze wartoSciami wlasnymi macierzy AT A sa 0?,i=1,2,...,n. =

4.8 Wskaznik uwarunkowania macierzy

Niech A bedzie macierza nieosobliwg i niech b € R". W konsekwencji zadanie uktad réwnan
Ax = b posiada doktadnie jedno rozwigzanie. W praktyce czesto spotykamy sie z sytuacja, gdy
prawa strona jest wyznaczona w wyniku pomiaréw, zatem moze by¢ zaburzona. Przeanalizujmy
wie, jak zmienia si¢ rozwigzanie tego ukladu w zaleznosci od zaburzenia jego prawej strony.
Niech x bedzie rozwiazaniem tego ukladu, a x + Az bedzie rozwigzaniem uktadu zaburzonego,
czyli

A(x + Ax) = b+ Ab.

Wéwwezas oczywiscie
A(Azx) = Ab,

czyli
Az = A (AD)

7, definicji normy macierzy wynika, ze

ol = [[Az] < [[A]l - [|]]-

[Az]| = [A7(Ab)]| < AT - | A
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Zatem
| Az

]

1y IAY]
<Al 1A T
1]
Nier6wnos¢ ta podaje oszacowanie na btad wzgledny dla rozwigzania uktadu réwnan w zaleznoSci
od bledu wzglednego dla prawej strony uktadu. Wielkos¢

k(A) = [|All- [ A7 (4.39)
nazywamy wskaznikiem vwarunkowania (ang. condition number) macierzy A.

Cwiczenie 4.8.1 Niech A bedzie macierza nieosobliwa A majaca wartosci osobliwe 0j, J =
1,2, ..., n, uporzadkowane malejaco.

1. Pokazac, ze

2. Pokazag, ze k(A) > 1.
3. Pokaza¢, ze jeSli A jest macierza ortogonalna, to x(A) = 1.

4. Kiedy k(A) = 17
Wskazéwka. Skorzystac z twierdzenia 4.6.15.

Jesli k(A) > 1, to zadanie wyznaczenia rozwiazania ukltadu Az = b nazywamy Zle uwarunk-
owanym (ang. ill conditioned). Woéwezas mala zmiana prawej strony ukladu Az = b moze
spowodowaé duza zmiane rozwigzania tego zadania. Ma to miejsce na przykiad wtedy, gdy
prawa strona jest wynikiem pomiaréw, ktore zazwyczaj obarczone sg btedami.

Przykilad 4.8.2 Niech A bedzie macierzq Hilberta stopnia n, czyli a;; = iﬂ%l, 1,7,=1,2,....n.
Rozwazmy uklad réwnan Az = b, dlan = 10i b = (1,1,...,1). Jest to macierz dodat-
nio okre$lona, a wiec jest ona nieosobliwa i uklad ten posiada dokladnie jedno rozwigzanie.

JRozwiazujac to zadanie w pakiecie MATLAB i uzywajac funkcji inv(A) otrzymamy

r = A'%h=10%«
[—0.0000,0.0010, —0.0238, 0.2397, —1.2772, 3.6450, —7.0979, 6.7051, —3.9883, 0.9237]"

Dzialajac na tak wyliczony wektor x macierza A otrzymamy

Az = 10° %
[—1.2208, —1.0692, —0.9514, —0.8572, —0.7800, —0.7157, —0.6612, —0.6145, —0.5739, —0.5384]T7

czyli wektor znacznie réznigcy sie od b. Powodem jest to, ze jest to zadanie Zle uwarunkowane.
Wskaznik uwarunkowania macierzy A wynosi k(A) = 1.6025* 10'3. Rozwiazujac uklady réwnan
dla zle uwarunkowanych macierzy powinnismy wiec uzy¢ innych technik.

Przypustmy, ze rozpatrywana norma wektora jest norma euklidesowa, a norma macierzy
jest normg spektralng i niech A = UXV7T bedzie rozkladem na wartoéci osobliwe macierzy A
i niech 0;, 7 = 1,...,n, beda wartoSciami osobliwymi tej macierzy spelmiajacymi oy > ... >
o, > 0. Wéwezas ATA = VDVT jest rozkladem na wartoéci wlasne macierzy AT A, gdzie
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D = diag(Ai, Ao, ..., \n) 1 A; = 0%, j = 1,2,...,n. Mamy [|A|| = \/Amax(ATA) = 01 1 AT =
1

_ 1
(T o At

187 _ [Ausc(ATA) [ A0] _ oy [ AD]

Izl = Awin(ATA) o on 0]l
czyli
A A
ac] _ o 20 o)
[zl = on [l0]

Okazuje sie, ze powyzsze rozumowanie mozemy w czeSci powtorzy¢ dla dowolnej macierzy
A typu m x n. Nalezy tylko pamietaé, ze wéwczas méwimy nie o dowolnym rozwigzaniu x
uktadu Az = b (réwnym A~'D), a o pseudorozwiazaniu r = A*h. Zastepujac w powyzszym
rozumowaniu macierz A~! przez macierz At otrzymamy

[Az| |AD]
< AL AT
[l 1]
Uwzgledniajac wyniki ¢wiczenia 4.12.16 otrzymamy
[Az]] _ o1 [|AD]
[zl o o]

Nieréwno$¢ ta podaje oszacowanie na blad wzgledny dla pseudorozwigzania x = A*bh ukladu
Ax = b w zaleznosci od bledu wzglednego dla prawej strony ukladu.

Definicja 4.8.3 Dla macierzy niezerowej A majacej wartosci osobliwe o, j = 1, ..., n, spelnia-

jace nieréwnoéci o1 > ... > 0, > 0,41 = ...0, = 0, gdzie p = min{m, n}, wielkos¢
01
K(A) = —
Or

nazywa si¢ wskaznikiem uwarunkowania macierzy A.

4.9 Twierdzenie Eckarta—Younga

Niektore praktyczne problemy sprowadzaja sie do tego, aby dla danej macierzy znalez¢ jej na-
jlepsze przyblizenie wéréd macierzy "niskiego" rzedu. Bardziej konkretnie, majac dang macierz
A rzedu r nalezy znalez¢ macierz B rzedu k < r minimalizujaca ||A — B||. Ponizsze twierdzenie
podaje postaé takiej macierzy.

Twierdzenie 4.9.1 (Eckhart—Young) Niech A bedzie macierzq rzeczywista, zas (4.29) jest
rozktadem na wartosci osobliwe, i niech k < r, gdzie r jest rzedem macierzy A. Niech

k
Ay = Z o] (4.41)
i=1

Wowczas dla dowolnej macierzy B rzedu co najwyzej k zachodzi
[A—= B[ = [|A— Agl. (4.42)

pr2y czym

A= Apl] = oks1. (4.43)
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Dowdéd. Z twierdzenia 4.7.4 mamy rank(Ay) = k. Z réwnosci (4.29) wynika, ze

B =A—- A= Z ouvl

i=k+1

Ponadto
HBkH2 = )‘maX(BkTBk) = 0i+17

a zatem

r
§ : T
O;U;V;

i=k+1

A — Al =

= Ok+1-

Pokazemy, ze dla dowolnej macierzy B rzedu co najwyzej k zachodzi |A — B|| > ox.1. Aby to
pokazaé wystarczy dla dowolnej macierzy B rzedu k znalezé wektor x taki, ze ||[(A — B)z|| >
ok+1]|z]|. Dla danej macierzy B rzedu k niech z € R"™ bedzie niezerowym wektorem takim, ze

x€ker(B)ix e Vg :=span{v;:i=1,=2,....k + 1}.
Istnienie takiego wektora r € R™ wynika z nastepujacego rozumowania. Po pierwsze,
dim(ker(B)) = n — dim(im(B”)) = n — rank(B) > n — k.

Po drugie, dim(V;) = k + 1. Widzimy wigc, ze suma wymiaréw obu przestrzeni ker(B) i Vj
wynosi co najmniej n + 1, a poniewaz sg one zawarte w R”, ich przekrdj musi mie¢ wymiar co
najmniej 1. Istnieje wiec niezerowy wektor = € ker(B) taki, ze x = Zfil a;v; dla pewnych
statych a; € R, i = 1,2,...,k + 1. Poniewaz Av; = o;u;, i = 1,2,....k + 1, i U jest macierzg
ortogonalng, wiec

k+1 2 k+1

Zavz ZaAvZ

k+1 k+1 k+1

Z ;0| = Z a?a? > Ji+1 Z Oé? = 02+1Hx||2~
i=1 i=1 i=1

Ostatecznie mamy wiec ||(A — B)x|| > o]z, co konczy dowéd. m

I(A=B)a|* = ||z =

2

Uwaga 4.9.2 Mozna pokazac, ze jeSli w twierdzeniu 4.9.1 zastagpimy norme spektralng przez
norme Frobeniusa, to twierdzenie to bedzie nadal prawdziwe o ile réwnoéc (4.43) zastapimy przez

|4 = Adllp = /03,1 + 0y + 0

Twierdzenie Eckharta—Younga jest uzywane przez inzynieréw, szczegélnie w sytuacjach,
kiedy operuje si¢ bardzo duza iloscia danych zgromadzonych w macierzy powstalej w wyniku po-
miaréw. Zazwyczaj dane te tworza tzw. "chmure" punktéw w przestrzeni pomiaréw, tworzacych
pewna strukture, gdyz wielkoSci okreslajace te punkty sa czesto ze sobg skorelowane. Wyznacza-
jac wartoSci osobliwe mozna zaobserwowaé, ze mniejsze z tych wartoSci majg "maly udzial"
w charakterze tej "chmury". Zastosowanie twierdzenia Eckharta—Younga pozwala zazwyczaj
znacznie zmniejszy¢ wymiar problemu bez znaczacej straty poprawnosci modelu matematy-
cznego opisujacego dane zjawisko. Ma to miejsce na przyklad w kompresji danych, w uczeniu
maszynowym, czy w dynamice plynéw. Majac dane k + 1 najwickszych wartosci osobliwych
macierzy A, twierdzenie Eckharta—Younga pozwala oszacowaé blad jaki ma miejsce przy za-
stgpieniu pelnego modelu modelem zredukowanym do k najwiekszych wartoSci osobliwych i
odpowiadajacych im wektoréw osobliwych. W praktyce jest to o tyle korzystne, ze zazwyczaj
stosunkowo duzo wartosci osobliwych jest na tyle malych, ze nie maja istotnego wplywu na
dziatanie macierzy A.
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Przyklad 4.9.3 Niech A = [a;;] bedzie macierza Hilberta typu n x n, tzn. a;; = iﬂ%l’ i,j =
Amax (4)

1,2, ...,n. Macierz ta ma bardzo duzy wskaznik uwarunkowania cond(A) := || A[]-||[A7|| = -y
powodujacy duze bledy numeryczne dla réwnan, w ktérych wystepuje ta macierz.Juz dlan =
mamy cond(A) ~ 1.6 - 10'3. Na ponizszym rysunku przedstawiono wartoéci wtasne macierzy
Hilberta dla n = 50, ktére dla macierzy dodatnio okreSlonej (a taka jest macierz Hilberta) sa
jednoczes$nie jej wartoSciami osobliwymi.

10° [

10-10,

10—15,

1020

Wartosci wiasne macierzy Hilberta stopnia 50

WezZmy pod uwage macierz A;q powstala z obciecia rozkladu na wartosci wtasne macierzy A do 10
najwigkszych wartosci wtasnych i odpowiadajacych im wektoréow wiasnych, tak jak to opisano
w réwnoéci (4.41). Woéwezas dla normy spektralnej zachodzi ||[A — Ayl >~ 1078, Zgodnie z

definicjg normy macierzy, z nieréwnoscia tréjkata i z twierdzeniem Eckharta—Younga otrzymamy
dla z € R

[[Az]| = [[Asoz]] < [I(A = Ao)z]| < [[A = Asol - ||| > 107% - |||

Oznacza to, ze dla wektora unormowanego x € R blad powstaly przez zastgpienie Az przez
Aoz bedzie wynosi¢ co najwyzej 1078,

4.10 Analiza gléwnych skladowych

W analizie danych mamy czesto do czynienia z duzymi macierzami, ktére gromadza informacje
o obserwowanych zmiennych. Moga to by¢ na przyklad ple¢, wiek, wzrost i waga (i ewen-
tualnie inne parametry) poszczegélnych ludzi w pewnej bazie danych. Innym przykladem sa
(zeskanowane i wyskalowane) zestawy cyfr pisanych recznie przez pewien zbiér oséb zgromad-
zone w celu stworzenia pewnego algorytmu. Algorytm ten na rozpozna¢ cyfry na podstawie
skanéw recznie pisanych cyfr nowych oséb nieobjetych zgromadzonymi zestawami. Zestawy
takie skladaja si¢ z wielu obserwacji, kazda z nich jest wektorem o wielkiej liczbie wspdlrzed-
nych réwnej liczbie pikseli obszaru, w ktérym zapisywane sg cyfry. Jeszcze innym przykladem
sa wyniki obserwacji (probki) predkoéci cieczy obserwowanych w pewnych odstepach czasowych
w punktach pewnej siatki. Zwykle liczby obserwacji i liczby pikseli sa bardzo duze. Zapisy-
wanie i "obrabianie" tak wielkich zbioréw jest kosztowne. Natomiast zapisanie najbardziej
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istotnych informacji wymaga znacznie mniejszej zajetoSci pamieci. Informacje te nalezy tylko
"wydoby¢" z tego ogromnego zbioru danych. Algorytmy "wydobywajace" te informacje pole-
gaja na odpowiednich transformacjach liniowych i rzutowaniu na przestrzenie duzo nizszych
wymiarow niz przestrzenie zawierajace zgomadzone dane.

Przejdzmy teraz do ogdlnego przedstawienia problemu. Danych jest n wektoréw a; € R™.
Wektory te mozemy zapisach w postaci macierzy A = [a;;] typu m X n. Oznaczmy symbolem A’
— i-ty wiersz macierzy A i symbolem A; — j-ta kolumne macierzy A. Macierz A mozemy wiec
zapisa¢ blokowo

Al
A2
A=
Am
lub
A == [A17 AQ, ,An] .

W wierszu A’ macierzy A zapisane sg wyniki dla n obserwacji (prébek) tej samej obserwowanej
wielkosci, np. pierwszej wspoélrzednej wektora predkoSci cieczy w danym punkcie siatki w kole-
jnych chwilach czasowych. Z kolei kolumna A; macierzy A zawiera wyniki j-tej prébki wszystkich
obserwowanych parametrow, np. pierwszg wspotrzedna wektora predkosci cieczy w odpowiednio
ponumerowanych punktach wezlowych siatki. NajczeSciej wiersze macierzy A sa ze sobg sko-
relowane. W przykladzie z obserwacja ruchu cieczy predkosci cieczy w ustalonej chwili czasowej
dla poszczegdlnych punktéw siatki sg ze sobg "powiazane".

Przedstawimy teraz kolejne czynnoSci wykonywane w analizie gléwnych sklad-
owych.

1. Najpierw wyznaczamy $érednig p, dla kazdego wiersza macierzy A,
1 i ‘ 1
.= — a0 =1,...,m.
Hy n = J

2. Nastepnie tworzymy macierz A powstalg z macierzy A przez odjecie od poszczegdlnych jej
wierszy $rednich dla tych wierszy, tzn.

Al —

i A2 —

A=A—p= S (4.44)
Am_:um

gdzie o = [ftq, fgy .., fby,). Powstala w ten sposéb macierz A ma "wycentrowane" wiersze,
tzn. ich $rednie sg zerami.

3. W koncu wyznaczamy tzw. macierz S typu m x m dla prébek,

S = AAT (4.45)
ktora jest w istocie przeskalowana macierza kowariancji obserwowanego wektora para-
metréw 1 1

AL A% A = ——(A—-p)(A— )T = ——8
cov(A, A% ., A") = ——— (A= p)(A - p)” = —5,

wyraza sposob "powiazania" ze soba wielkosci poszczegdlnych obserwowanych parametréw.
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Gdy m < n, macierz S ma duzo mniejszg zajetoS¢ pamieci niz A, ale w pewien sposéb
odzwierciedla zgromadzone informacje. Dokonujac rozkladu na warto$ci wlasne tej macierzy
mozemy znalez¢ wiaSciwg strukture i powiazanie zaobserwowanych wielkosci. W wielu zas-
tosowaniach liczba m jest réwniez duza, nawet jeSli m < n. W przykladzie z obserwacjg ruchu
cieczy m jest liczbg wezléw danej siatki, a wiec przy siatce 50 x 50 mamy m = 512 = 2601. Jesli
wiec mamy 10000 obserwacji, to macierz A ma 26010000 =~ 2.6 * 107 elementéw. Czy mozemy
zaobserwowane dane zapisaC bez istotnej straty w duzo mniejszej macierzy? Okazuje sie, ze
mozna i temu stuzy analiza gtéwnych sktadowych.

Przypuétmy, ze wyznaczyliémy rozklad na wartoéci wlasne macierzy S = UDUT, gdzie
kolumny w;, ¢ = 1,2,...,m, macierzy U = [uy,us, ..., uy| sa wektorami wlasnymi macierzy S
typu m X m, a elementy diagonalne d;, i = 1,2, ..., m, macierzy D = diag(d) sa odpowiadaja-
cymi im warto$ciami wlasnymi. Odtworzymy teraz rozklad macierzy A na wartoéci osobliwe,

A=UxVT, (4.46)

gdzie Y jest macierza diagonalng typu m x n o elementach na gléwnej przekatnej réwnych o,
i =1,2,...,p, speliajacych nieréwnosci (4.35), za§ V' = [vy, v, ..., v,] jest macierza ortogonalng
typu n X n. Zgodnie z réwnoscia (4.45) i twierdzeniem 4.7.2 mamy bowiem

UDUT = 5 = AAT = UsxTU?T,

a wiec d; = o2, czyli
0; = di,i:1,2,...,7“.

Roéwnos¢ (4.46) mozemy przedstawi¢ w postaci

UtA=3xvT.
Pamigtajac o tym , ze 0; = 0 dla i = r + 1,...,p otrzymamy wiec ul' A = o0l i = 1,2,....7.
Zatem mamy
v; = lflTuZ-, i=1,2,..,r. (4.47)
0i
W ten sposéb wyznaczyliSmy wiec macierz V' prawych wektoréw osobliwych macierzy A.

W praktyce nie musimy pamieta¢ ani macierzy A ani macierzy U. Wystarczy mieé za-
pamietane macierze AT[uy, us, ...u,] i [v1, o, ...,v,], obie typu n x r, oraz wektor érednich p =
(fy, fhos --ft,,). WEwWezas macierz A jest zapisana w przestrzeni rozpietej przez wektory wlasne u;
macierzy S, ¢ = 1,2, ...,r, za§ zgodnie z réwnoScig (4.44), dane wyjéciowe A mozna przedstawis
jako A = A+ p.

Jesli wymiar obserwowanych parametréw m dla probek jest duzy, to liczba r niezerowych
wartoéci osobliwych o; macierzy A moze by¢ réwniez duza. W zastosowaniach wiekszo$¢ z tych
wartosci osobliwych jest jednak mala i nie ma istotnego wplywu na operacje wykonywane przy
pomocy macierzy A. Zgodnie z twierdzeniem Eckarta—Younga 4.9.1, jesli w rozkladzie macierzy
A na warto$ci osobliwe A = S oiuv] ograniczymy sie do pierwszych k sktadnikéw, czyli do
A, = Zle ouvl to

1A = Al < opn.

Wybierajac wiec odpowiednio wielko$¢ k tak, aby dla danego ¢ > 0 zachodzila nieréwnosc¢
k1 < € mozemy kontrolowac¢ biad

1Az — Agz|| < | A = Agll - [l2]] < ).

Macierz A7 [uy,us, ...u;] przedstawia "wycentrowane" dane w przestrzeni rozpigte]j przez wektory
wlasne u; macierzy S, i = 1,2,..., k. Wymiar macierzy A, wynosi m X k, za§ wymiar macierzy
Aluy, ug, ...uy) wynosi n X k.
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Polecam przejrze¢ ponizsze strony, gdzie moznma znalez¢ wiecej informacji na temat analizy
gléwnych sktadowych.

https://en.wikipedia.org/wiki/Principal component analysis

https://mst.mimuw.edu.pl/lecture.php?lecture=st2&part=Ch3

4.11 WiasSciwy rozklad ortogonalny

Jak juz wspomnieliSmy wcze$niej, w analizie danych mamy czesto do czynienia z duzymi macierzami,
ktére gromadza informacje o obserwowanych zmiennych. W ustepie 4.10 zauwazyliSmy, ze w
rozktadzie na wartosci osobliwe macierzy A mozemy bez duzej straty dla dzialania macierzy
ograniczy¢ sie¢ do najwiekszych wartosci osobliwych i zwigzanych z nimi lewych i prawych wek-
toréw osobliwych. Aby to zrobi¢ musimy najpierw znaé rozklad na wartoSci osobliwe macierzy
A, a przy duzych macierzach jest to zadanie obliczeniowo trudne. Powstaje naturalne pytanie,
czy mozna po kolei wyznacza¢ wartosci osobliwe w kolejnosci malejacej i odpowiadajace im wek-
tory osobliwe i proces ten przerwaé, gdy kolejna warto$¢ osobliwa bedzie odpowiednio mala?
Okazuje sie, ze tak. Zanim przejdziemy do konstrukcji, przedstawimy pewne witasnosci.

Twierdzenie 4.11.1 Niech 0;, 1 = 1,2,...,7, beda dodatnimi wartosciami osobliwymi macierzy
A typu m xXn spetniajgeymi nieréwnosci (4.35) oraz u; i v; odpowiadajgeymi im lewymi i prawymsi
wektorami osobliwymi. Wowczas

| Az]]

o; = max 4.48
T ep00Ta=0, i=12,..j-1 ||7]| ( )

przy czym mazimum to jest osiggnigte dla x = v;.
Dowéd. Niech A = UXV7T bedzie rozkladem na wartoéci osobliwe macierzy A, gdzie
U = [ug, U, ...,p), V = [v1,09,...,0,] 1 ¥ jest macierza diagonalng typu m x n o elemen-
tach 0;, i = 1,2,...,p = min{m,n}, na gléwnej przekatnej, spehliacych nieréwnosci (4.35).
Dla K C {1,2,..,r} oznaczmy AX := 3. . owuv]. Dla J = {j,j+ 1,..,r} oznaczmy

Uy i= [uj, wjs1y oo tte] 1 Vs i= [vj,0541, ., v:]. Wowezas A7 = > i

rozkladem na wartosci osobliwe macierzy A”, przy czym o; jest najwigksza z tych wartosci a
u; 1 v; sa odpowiadajacymi jej lewym i prawym wektorem osobliwym, j = 1,2,...,r. Zatem z
twierdzenia 4.6.15 wynika, ze || A7|] = \/Amax((47)T A7) = ;. Dla prawego wektora osobliwego
v; macierzy A7 mamy

ouvlc = U;S;VE jest

1A 01 = 07 (AT) T ATv; = Anax (A7) T A7) J5]1* = . (4.49)

Zatem, zgodnie z réwnoscia (4.29), dla j = 1,...,r mamy

el R Do
220,07 2=0, k=1,2,...j—1 ||z||? 2£0,0T2=0, k=1,2,....j—1 ||z
= maXx H Z’L_J L H = || 33” = ||14J||2 = O'j,
20 | ]|? w20 ||z[|?

co daje réwnos¢ (4.48). 7Z réwnosci (4.49) wynika, ze ostatnie a wigc i pierwsze maksimum w
powyzszych réwnoéciach jest osiagniete dla z = v;. =

Przejdziemy teraz do zastosowania powyzszego twierdzenia w procedurze wtasciwego rozktadu
ortogonalnego, polegajacego wyznaczaniu wartosci osobliwych macierzy A w kolejnoSci malejacej
oraz odpowiadajacych im lewych i prawych wektoréw osobliwych.
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Algorytm 4.11.2
Wejscie: Macierz rzeczywista A typu mxn, p = min{m,n}, e > 0 — tolerancja optymalnoSci.
Wyjécie: Czgsciowy rozklad na wartoéci osobliwe macierzy A ~ A% = 3% gu;0 x, gdzie

K={1,2,..,k}i|A-AE||=0, <e.
1. Dlaj=1,2,....p:
(a) rozwiaza¢ zadanie minimalizacji rézniczkowalnej wypukle;

maksymalizowaé fi(z) = ||A7z|?
wzgledem r e R"

przy ograniczeniach ||z]|* =1,
vle=0,i=1,2,....,5 — 1.

i

(4.50)

(b) Przyja¢ o; — maksymalna warto$¢ funkcji celu zadania (4.50), v; — maksymizer funkcji
fi-
(c) Przyjac

1
Uj = —AUj.
0j

2. Jesli 0; < ¢ przyjac¢ k = j i algorytm zatrzymuje sie.

https://en.wikipedia.org/wiki/Proper orthogonal decomposition

4.12 Macierz pseudoodwrotna Moore’a—Penrose’a

4.12.1 Motywacja — liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw

Dany jest uktad réwnan liniowych
Ax =0,

gdzie A jest macierza typu m x n i b € R™. Je$li m = n i A jest macierza nieosobliwa, to
istnieje macierz do niej odwrotna A~! i jedynym rozwigzaniem tego ukladu jest x = A='b. W
ogdlnym przypadku iloS¢ rozwiazan zalezy od rzedu macierzy A i rzedu macierzy poszerzonej
[A, b]. Doktadniej, istnienie oraz jednoznaczno$é¢ rozwiazania wynika z twierdzenia Kroneckera—
Capellego. W szczegdlnosci, jesli A jest macierza pelnego rzedu wierszowego, to macierz Grama
AAT ukladu wierszy macierzy A jest nieosobliwa i uklad réwnan posiada rozwiazanie postaci
v = AT(AAT) 1, przy czym jedli m < n, to rozwigzan tych jest nieskoficzenie wiele i tworzg
one podprzestrzen afiniczng wymiaru n — m (patrz éwiczenie 2.2.24). W praktyce czesto mamy
jednak do czynienia z przypadkiem, gdy m > n i wéwczas rozwiazan jest najczesciej brak, chyba
ze b € im A. W sytuacji braku rozwigzan poszukujemy takiego x € R", dla ktérego wielkoS¢
| Az — b|| jest najmniejsza. Taki punkt jest rozwigzaniem zadania minimalizacji rézniczkowalnej
wypuktej

minimalizowaé || Az — b||?

wzgledem r € R (4.51)

Z warunkoéw koniecznych i wystarczajacych minimalizacji funkcji rézniczkowalnej wypuklej punkt
x jest rozwigzaniem tego zadania wtedy i tylko wtedy, gdy V|| Az—b||> = 0, czyli AT (Az—b) = 0.
Réwnanie to zwane réwnaniem normalnym zawsze posiada rozwiazanie. W przypadku, gdy A
jest macierzg pelnego rzedu kolumnowego (rank A = n), macierz Grama ukladu kolumn macierzy
A jest nieosobliwa i jedyne rozwigzanie zadania (4.51) jest postaci x = (ATA)"'ATh. Jesli
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rank A < n, to rozwigzan zadania (4.51) jest nieskonczenie wiele i tworza one podprzestrzen
afiniczng wymiaru n — rank A.

W sposéb naturalny pojawia sie nastepujace pytanie. Czy niezaleznie od postaci macierzy A
istnieje macierz A bedaca uogdlnieniem odwrotnoéci macierzy A spelniajaca warunki:

1. Jedli A jest nieosobliwa (uklad réwnan Ax = b posiada dokladnie jedno rozwiagzanie), to
A=A

2. Jedli uklad réwnan Ax = b posiada rozwigzanie, to jednym z nich jest x = Ab.

3. Jedli uklad réwnah Az = b nie posiada rozwiazaf, to jednym z rozwigzan zadania (4.51)
jest x = Ab.

4. Uogdlniong odwrotnoscig macierzy A jest A, czyli (A) = A.

Okazuje sie, ze taka macierz istnieje. Podamy najpierw formalng definicje uogélnionej odwrot-
nosci macierzy A.

4.12.2 Definicja macierzy Moore’a—Penrose’a

Definicja 4.12.1 Niech A bedzie macierzg typu m x n. Macierz A™ typu n x m spehiajaca
warunki

(i) AA*A = A,

(i) A*AAT = AF,
(ili) (A*A)T = A*A,
(iv) (AA)T = AA*.

nazywamy macierzq pseudoodwrotng Moore’a—Penrose’a do macierzy A lub krécej macierzg
Moore’a—Penrose’a albo macierzaq pseudoodwrotna.

Istnienie macierzy pseudoodwrotnej Moore’a—Penrose’a pokazemy w kolejnym ustepie. Nato-
miast teraz mozemy pokazac, ze je§li taka macierz istnieje, to jest okreslona jednoznacznie.

Twierdzenie 4.12.2 Niech A bedzie macierzq typu m X n. Jesli istnieje do niej macierz
pseudoodwrotna Moore’a—Penrose’a AT, to jest ona okreslona jednoznacznie.

Dowdéd. Przypuscmy, ze By i By sa macierzami pseudoodwrotnymi Moore’a—Penrose’a do
macierzy A. Wéwczas z definicji 4.12.1 i w wlasnoSci transpozycji wynika, ze

B, = BiAB; = By(AB))" = B,B] AT = BB (AByA)" = BBI AT Bl AT

(i) (iv (i

= BB AT(AB])" = BB A"ABy = B,(AB,)"ABy = B1ABABy = B AB,

(iv) (3t

= B1AByABy = BiA(ByA)' By = BiAA™B; By = (BA)"ATB; B, = ATB] ATB] B,

(i) (i) (i)

= (ABA)" By By = A"By By = (B2 A)' By = ByAB, = Bo.

(i

Tak wiec By = Bs, co konczy dowéd. m
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Cwiczenie 4.12.3 Pokaza¢, ze jeSlim = n i A jest macierza nieosobliwa, to macierz A+ := A1
spetnia warunki (i)-(iv) definicji 4.12.1.

Cwiczenie 4.12.4 Pokaza¢, ze jeSli A jest macierzg pelego rzedu wierszowego, to macierz
At = AT(AAT)~1 spemia warunki (i)-(iv) definicji 4.12.1.

Cwiczenie 4.12.5 Pokazaé, ze jesli A jest macierza pelego rzedu kolumnowego, to macierz
AT := (AT A)7' AT spehia warunki (i)-(iv) definicji 4.12.1.

Cwiczenie 4.12.6 Pokazac, ze jeSli ¥ jest macierzag diagonalng typu m X n o elementach na
gléwnej przekatnej o;, i = 1,2, ..., p, gdzie p = min{m, n}, spehmiajacych nieréwnosci o4 > ... >
Op > 0p1 = ... = 0, = 0 dla pewnego r = 0, 1,2, ..., p, to macierz diagonalna Xt typu n x m o
elementach na gléwnej przekatnej réwnych 7;, 2 = 1,2, ..., p, takich , ze 7; = a;l dla:=1,2,...,7
iT;=0dlai=r+1,r+2,...,p spelia warunki (i)-(iv) definicji 4.12.1.

Definicja 4.12.7 Niech A bedzie macierzg typu m x n i b € R™. Wektor z = A™b nazywamy
pseudorozwigzaniem ukladu réwnan Az = b.

Uwaga 4.12.8 Niech A bedzie macierza typu m x n.

(a) Jesli m = n i macierz A jest nieosobliwa, to x = A~'b bedace jedynym rozwiagzaniem
ukladu réwnan Az = b jest réwniez jego pseudorozwigzaniem.

(b) Jesli m > n = rank(A), to AT = (ATA)7LAT, czyli x = A*D jest jedynym rozwigzaniem
zadania (4.51), zatem w tym przypadku x = (AT A)~1 A7) jest réwniez pseudorozwigzaniem
uktadu réwnan Ax = b.

(c) Jedli m > n > rank(A), to zadanie (4.51) ma nieskonczenie wiele rozwiazan, natomiast
pseudorozwigzanie © = ATb ukladu réwnan Ax = b jest rozwigzaniem zadania (4.51) o
najmniejszej normie.

(d) Jesli n > m = rank(A), to AT = AT(AAT)"'. Woéwczas uklad réwnan Ar = b ma
nieskoficzenie wiele rozwigzan, natomiast pseudorozwigzanie r = A™b uktadu réwnan Ax =
b jest jego rozwigzaniem o najmniejszej normie.

4.12.3 Macierz Moore’a—Penrose’a, a rozklad na wartosci osobliwe

7 samej definicji macierzy pseudodwrotnej nie wynika jeszcze jej istnienie. Ponizsze twierdzenie
oparte o rozklad na wartosci osobliwe macierzy A pokazuje nie tylko istnienie takiej macierzy, ale
daje mozliwoS¢ jej skonstruowania. Z twierdzenia 4.7.4 wynika, ze macierz A daje si¢ przedstawic
w postaci A = UXVT, gdzie U jest macierzg ortogonalng typu m x m, ¥ jest macierza diagonalng

typu m x n o nieujemnych elementach o; na giéwnej przekatnej, j = 1,2,...,p, gdzie p =
min{m,n} oraz V jest macierza ortogonalna typu n x n. Zazwyczaj rozklad ten przedstawia sie
w taki sposéb, aby oy > ... > 0, > 0,11 = ... =0, =0.

Twierdzenie 4.12.9 Niech A = UXV7T bedzie rozktadem macierzy A na wartosci osobliwe.
Macierz
At =vytut (4.52)

spetnia warunki (i) — (iv) definicji 4.12.1, wiec jest macierzq pseudoodwrotng Moore’a—Penrose’a
do macierzy A
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Dowéd. Wystarczy sprawdzié¢, ze macierz A* zdefiniowana réwnoScia (4.52) spetia warunki
(1)-(iv) definicji 4.12.1.
(i) Poniewaz macierze U i V sa ortogonalne i X373 = ¥ (patrz ¢wiczenie 4.12.6), wiec

AATA = (USVH(VEtuh(Uzvh) =Uusstsv! =usv? = A
(ii) Poniewaz macierze U i V sa ortogonalna i XTXX+ = ¥F (patrz ¢wiczenie 4.12.6), wiec
ATAAY = (VvStUDH UV (vETUT) = Vet tuT = vetuT = AT

(iii) Poniewaz macierz U jest ortogonalna i macierz XX jest symetryczna (patrz ¢wiczenie
4.12.6), wiec

(ATAT = [(vEruh)ozvh)t = (verEvh)T = vEtev?
= (VESTUHUZVvT) = ATA

(iv) Poniewaz macierz V jest ortogonalna i macierz Y31 jest symetryczna (patrz ¢wiczenie
4.12.6), wigc

(AAD" = (vt = usstuT) = usetu”
= (UZVH)(VSTUT) = AAT

Whniosek 4.12.10 Niech A bedzie macierzg typu m X n. Wowczas macierz pseudoodwrotna
Moore’a—Penrose’a A istnieje i jest okreslona jednoznacznie.

Dowéd. Wniosek wynika z twierdzen 4.12.2 1 4.12.9. =

Uwaga 4.12.11

4.12.4 WlasnoSci macierzy Moore’a—Penrose’a

W ponizszych ¢wiczeniach nalezy sprawdzi¢ podane tam wiasnoSci macierzy pseudoodwrotnej
Moore’a—Penrose’a.

Cwiczenie 4.12.12 Niech A bedzie macierza typu m x n. Pokazac, ze
1. (ANt = A4
2. (AT)F = (A%

Jesli rank(A) = m, to AAT = I,,;;

= W

Jesli rank(A) =n, to ATA = 1,;

5. Macierze AA" i A* A sg idempotentne;

6. Macierze I,, — AA" i I, — AT A sg idempotentne;

7. |AT|| = 07!, gdzie o, jest najmniejsza niezerowa wartoScia osobliwa macierzy A.
Twierdzenie 4.12.13 Niech A bedzie macierza typu m x n i niech x € R". Wowczas

AT Az € im AT oraz x — AT Ax € ker A. (4.53)
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Dowdéd. 7 definicji macierzy pseudodwrotnej i z wlasnosci transpozycji macierzy wynika, ze
AtAz = (AT A) e = AT(AN) 2z € im AT,

Ponadto z — AT Ax € (im AT)%, gdyz dla dowolnego 2z € im AT mamy z = ATu dla pewnego
u € R"™, a zatem z definicji macierzy pseudoodwrotnej mamy

(z,0 — AT Az) = (ATu, v — AT Az) = (u, Ax — AAT Ax) = (u, Az — Az) = 0,
awigcx — ATAz € (im A7)t =ker A. =
Whniosek 4.12.14 Niech A bedzie macierzq typu m x n. Wowczas
(i) Dla dowolnego x € R™ zachodza réwnosci
Pira(z) = v — AT Az oraz P, 4r(x) = AT Ax. (4.54)
W szczegdlnosci, jesli A jest pelnego rzedu wierszowego, to

P ar = 2 — AT(AAT) P Az oraz Py, ar(z) = AT(AAT) ' Ax. (4.55)

(ii) Dla dowolnego y € R™ zachodzq réwnosci
Per ar(y) = y — (AAN)Ty oraz P aly) = (AAT)"y. (4.56)
W szczegdlnosci, jesli A jest petnego rzedu kolumnowego, to

Peerar(y) = v — A(ATA) ATy oraz Py aly) = A(ATA) P ATy, (4.57)

Dowéd. (i) Rownos¢ (4.54) wynika z twierdzenia o rozkladzie ortogonalnym i z twierdzenia
4.12.13. Rownosé (4.55) wynika z (4.54) i z postaci macierzy AT w przypadku, gdy A jest
pelnego rzedu wierszowego (patrz ¢wiczenie 4.12.4).

(ii) Ta czest wynika z (i) przez zastapienie macierzy A przez macierz A7. m

Cwiczenie 4.12.15 Niech u € R” bedzie wektorem unormowanym i niech A = u. Czym
jest im A i ker AT. Poda¢ posta¢ Py, 4r. Dla operatora T : R — R™ i A\ € [0,2] oznaczmy
Thz := =+ MNTz — z) — relaksacje operatora T'. Dla A = 2 operator T, := 2T — I nazywamy
odbiciem operatora T', gdzie I oznacza identycznosc. Podac¢ postac odbicia dla operatora P, 47 i
poréwnac z operatorem Householdera. Niech V' C R™ bedzie podprzestrzenig liniowa. Sprawdzi¢
geometrycznie, jakie sa warto$ci wlasne operatora Py i jakie sa warto$ci wlasne jego odbicia?

Cwiczenie 4.12.16 Niech A bedzie macierza typu m x n i niech A = UX V7' bedzie jej rozkla-
dem na wartosci osobliwe. Wyznaczy¢ ||AT]|.
Wskazéwka.

(a) Zauwazy¢, ze elementy diagonalne o;, ¢ = 1,2, ...,r macierzy ¥ typu m X n sa dodatnie
oraz o; =0dlai=r+1,r+2,...,p=max{m,n}

(b) Zauwazy¢, ze macierz (X1)TST jest typu m x m i

o2 0 - 0 0
0 0,2 -+ 0 0

Esr=1 N
0 0 - o020

0 0 -~ 0 0
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(c) Zauwazyt, ze
(ANHTAT = v(HIstvT

(d) Zauwazy¢, ze zgodnie z twierdzeniem 4.6.15

”AJFH = \/)‘max«/ﬁ)TAJr);

(e) Zauwazyt, ze Apax((AT)TAT) = 0,2

(f) Wyciagnaé¢ wnioski z (a)-(e).



