ROZDZIAL 4

Metody minimalizacji ré6zniczkowalnej z
ograniczeniami

4.1 Programowanie kwadratowe

Definicja 4.1.1 Pod pojeciem zadania programowania kwadratowego rozumie si¢ zadanie maksy-
malizacji lub minimalizacji funkcji kwadratowej przy ograniczeniach liniowych réwnoSciowych
lub nieréwnosciowych.

4.1.1 Programowanie kwadratowe przy ograniczeniach réwnosciowych

W ustepie tym bedziemy sie zajmowaé zadaniem programowania kwadratowego postaci

minimalizowaé q(z) = 227Gz + g™
wzgledem reR"? (4.1)
przy ograniczeniach Az = b,

gdzie G jest macierzg symetryczng typu n x n, A jest macierza typu m x n, g € R", b € R™.
Zakladamy, ze uklad Ax = b posiada rozwigzanie, czyli b € im A. Bez szkody dla ogdlnoSci
rozwazan zakladamy réwniez, ze macierz A jest rzedu m. W razie potrzeby mozemy bowiem
usunaé liniowo zalezne wiersze. Twierdzenie 2.3.42 okre§la warunki wystarczajace istnienia w
punkcie z* € R” rozwigzania dla zadania minimalizacji z ograniczeniami réwnoS$ciowymi, nato-
miast celem tego ustepu bedzie podanie metod wyznaczenia takiego rozwigzania.

Metoda bezposredniej eliminacji zmiennych

Metoda ta polega na wyznaczeniu m zmiennych z ograniczen i wstawieniu ich do funkcji celu
redukujac w ten sposéb wyjsciowe zadanie do zadania minimalizacji bez ograniczen funkcji n—m
zmiennych.

Cwiczenie 4.1.2 Wyznaczy¢ rozwiazanie nastepujacego zadania programowania kwadratowego
minimalizowac q(z1, 2, x3) = 23 + 223 + 4129 + 23
wzgledem (11,79, 73) € R3
przy ograniczeniach w1 + z9 + 223 = 2
T1 — T2 = 2

(a) wyznaczajac punkt KT i sprawdzajac warunki rzedu drugiego dla zadania z ograniczeniami;
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(b) eliminujac z ukladu réwnan zmienne x5 i x3 i sprawdzajac warunki wystarczajace dla
zadania bez ograniczen.

Wréémy teraz do przypadku ogdlnego, czyli do zadania (4.1). Wydzielmy z macierzy A
podmacierz nieosobliwg A; typu mxm (istnienie takiej macierzy jest zagwarantowane zatozeniem
r(A) = m). Dla uproszczenia zapisu zapiszmy (po ewentualnym przenumerowaniu zmiennych)
macierze A i G w postaci blokowej:

A:[Al A21|, G:|:G11 6;112:|7

G21 G22

w ktérych wydzielono bloki A; i Gy; typu m x m, gdzie A jest macierza nieosobliwa, i podobnie
wektory z, g € R™ w postaci blokowe;j

e[ ]= [ ] ermnmer
T2 g2

z wydzielonymi wektorami z;, g; € R™ (oczywiscie Go; = G1,, bo G jest macierza symetryczng).
Funkcje celu mozemy wiec zapisaé w postaci

1 1
q(z1,22) = §$1TG11$1 + ximexz + §$§G22$2 + gip$1 + 92T$2,

zas$ ograniczenia — w postaci
A1$1 + AQ[EQ =b.

Wyznaczajac x; z tych ograniczen otrzymamy
xr = AI1<b — AQI‘Q). (42)

Wstawiajac tak wyznacznone x1 do funkeji celu g(zq,x2) otrzymamy po prostych rachunkach,
ze wyjsciowe zadanie (4.1) zredukuje sie do nastepujacego zadania bez ograniczen:

minimalizowaé 7(z2) = $23 Hzy + h''as + ¢
wzgledem To € RP™,

gdzie
H - G22 - 2(A1_1A2)TG12 —I— (Al_lAQ)TGHAl_lAQ,
h=GlLATY — (AT A)TGLATD — (AT A g1 + g0

lLp,_ _ _
c= 5bTAl TGLAT'D+ gf AT

Jesli macierz H jest dodatnio okreSlona, to zgodnie z twierdzeniem 2.2.2 zadanie powyzsze
posiada doktadnie jedno rozwiazanie x5 = H~'h (mozna je otrzymaé rozwiazujac ukltad réwnan
liniowych Vr(xe) = 0). Wstawiajac wyznaczone 3 do réwnosci (4.2) dostajemy x} i rozwiazanie
Tt = { ii } wyjSciowego zadania. Wektor mnoznikéw Lagrange’a y* € R™ dla zadania (4.1)
2
otrzymujemy rozwiazujac uktad réwnan V,L(z*, \) = 0, czyli
Gr*+g+ ATy =0.

7. twierdzenia Kroneckera-Capellego wynika, ze istnieje dokladnie jedno rozwiazanie y* tego
ukladu n réwnan z m niewiadomymi, bo r(A) = m. Nietrudno zauwazy¢, ze rozwiazanie to
wyraza sie¢ wzorem

y* = —AT (Gury + Gz + g1).
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Uogdlniona metoda eliminacji zmiennych

Metoda ta polega w istocie na tym, aby w eliminacji cze$ci zmiennych z ograniczen réwnos-
ciowych Az = b zadania (4.1) wykorzystaé¢ rozktad spehiajacego te ograniczenia wektora x na
sktadows lezaca w ker A i skladows lezgcg w Im AT, Rozklad taki jest mozliwy, poniewaz

R"” =ker A @ im A”.

Niech S'i Z beda macierzami odpowiednio typu nx min x (n—m) takimi, ze [S, Z| jest macierza
nieosobliwg, i

A[S, 7] = [1,0], (4.3)

gdzie I jest macierza jednostkowa typu m x m, za$ 0 jest macierza zerows typu n x (n — m).
A

-1
B } , gdzie B jest macierza o n — m wierszach dobrang tak, aby

Mozna przyjac [S, Z] = {

macierz [ g } byta nieosobliwa. Mamy bowiem

o 1= 5]mA= 58 57 ) (1.4)

czyli w szczegdlnosei spehiona jest réwno$e (4.3). Mozemy réwniez przyja¢c S = AT(AAT)!
i 7 =1-—AT(AAT)"'A. Zauwazmy bowiem, ze dla takich macierzy S i Z zachodzi réwnos¢
(4.3). Jesli S i Z speliaja (4.3), to nietrudno zauwazy¢, ze x = Sb + u, gdzie u € ker A, jest
rozwigzaniem uktadu Az = b. Zachodzi réwniez implikacja odwrotna, czyli dowolne rozwiazanie
uktadu Az = b jest dane réwnoscia x = Sb + u, gdzie u € ker A. Wynika to z faktu, ze
dowolne rozwiazanie uktadu niejednorodnego Az = b jest sumg rozwiazania szczegdlnego réwna-
nia niejednorodnego (tutaj Sb) i rozwiazania ogélnego réwnania jednorodnego (tutaj u € ker A).
Zauwazmy, ze kolumny macierzy Z rozpinaja baze w przestrzeni ker A (wszystkie naleza do
ker A, jest ich n — m i sa liniowo niezalezne), wobec tego u = Zv dla pewnego v € R"™™. Za-
tem kazdy punkt x speliajacy rownanie Ax = b mozna przedstawié w postaci x = Sb + Zwv.
Wstawiajac tak wyrazony = do funkcji celu ¢ otrzymujemy zredukowang funkcje celu

1 1
r(v) = §UTZTGZU + (9 + GSb)" Zv + 5(9 + GSb)TSh + c, (4.5)
gdzie ¢ = $(Sb)T'GSb + ¢g"'Sb. Zmienne v;,i = 1,...,n — m, nazywaja si¢ zmiennymi zre-

dukowanymi. Wyjsciowe zadanie programowania kwadratowego zostalo wiec zredukowane do
zadania minimalizacji bez ograniczen z kwadratows funkcjg celu r. Macierz Z7GZ nazywa sie
zredukowanym hesjanem za$ wektor Z1 (g+GSb) — zredukowanym gradientem (por. ustep 2.3.3).
Przypustmy, ze zredukowany hesjan jest dodatnio okreslony. Wéwczas zredukowane zadanie

minimalizowa¢ 7 (v)
wzgledem veR™™

posiada dokladnie jedno rozwigzanie v* (por. twierdzenie 2.3.44), ktére mozna wyznaczy¢ z
réwnania Vr(v) = 0, czyli

Z'GZv + Z" (g + GSb) = 0.

Poniewaz macierz Z7GZ jest nieosobliwa (jako dodatnio okre$lona), wiec
v = —(ZTGZ) 72" (g + GSD), (4.6)
natomiast rozwigzanie x* wyjsciowego zadania otrzymuje si¢ z réwnosci

x* = Sb+ Zv*. (4.7)
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Wektor mnoznikéw Lagrange’a y* wyznacza sie z réwnania V,L(z*,y) = 0, czyli
Gr*+g+ ATy =0.

Po lewostronnym pomnozeniu ostatniego réwnania przez ST otrzymamy
y* = —-ST(Gr* +g). (4.8)

Macierze S i Z mozna wybiera¢ na rézne sposoby. Niektére z nich byly podane wyzej. Jeden
z innych sposobéw jest wynikiem faktoryzacji ortogonalnej macierzy A%. Jegli bowiem macierz
AT przedstawimy w postaci

AT:QH]:[@ QQ}W]:@R,

gdzie () = [ Q1 Q2 } jest macierza ortogonalng typu n X n, R — gérnag macierzg tréjkatng typu
m X m, a pozostale macierze sa odpowiednich typéw (musza by¢ zachowane reguly blokowego
mnozenia macierzy), to przyjmujac S = Q1R™T i Z = Q, zajdzie zadana réwnos¢ A[S, Z] =
[1,0].

Metoda Lagrange’a

Przedstawimy teraz inng metode rozwiazania zadania (4.1) uzywajac warunkéw rzedu drugiego
dla zadania minimalizacji z ograniczeniami réwnoSciowymi. Funkcja Lagrange’a dla zadania
(4.1) ma postact

1
L(z,y) = éxTGx + gz +y" (Az - b).

Jest jasne, ze speliony jest podstawowy warunek regularno$ci, gdyz spelniony jest warunek
Karlina albo warunek Fiacco-McCormicka. Punkt Kuhna-Tuckera (z*,3*) jest rozwiazaniem
uktadu réwnan

V.L(z,y) = Gr+g+ ATy =0,
V,L(z,y) = Ar—b=0,

ktéry mozemy zapisa¢ w postaci blokowej

SRV =
Macier _
He=| ¢ f‘g } (4.10)

nazywa sie macierzq Lagrange’a (ang. Lagrangian matriz) albo hesjanem obrzezonym (por.
ustep 2.3.3). Jedli H jest macierza nieosobliwa, to jedynym punktem Kuhna—Tuckera jest

z* -1| —9

HEaE an
Metoda wyznaczenia rozwigzania optymalnego zadania (4.1) poprzez rozwigzanie réwnania (4.9)
nazywa sie metodqg Lagrange’a. Podamy dwa sposoby rozwigzania tego réwnania. Pierwszy z nich
polega na odwréceniu macierzy Lagrange’a. Pamigtajmy jednak przy tym, ze w ten sposéb otrzy-
mamy jedynie punkt Kuhna—Tuckera (z*, y*), ktéry jest jedynie kandydatem na rozwiazanie op-
tymalne zadania (4.1). Przy dodatkowym zalozeniu nieujemnej okreslonoSci macierzy G zadanie
(4.1) jest wypukle i zgodnie z twierdzeniem 2.3.24 punkt z* jest rozwigzaniem optymalnym.
Skoro mamy odwrdéci¢ macierz Lagrange’a H, powstaje pytanie, przy jakich zalozeniach macierz
ta jest nieosobliwa. Odpowiedz daje ponizszy lemat.
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Lemat 4.1.3 Jesli A ma petny rzqd wierszowy i macierz G jest dodatnio okreslona, to macierz
H jest nieosobliwa 1 zachodzi réwnosc

1 G — GTAT(AGTAT)TAG™Y G 1AT(AGAT)!
H™ = —1 AT\-1 -1 -1 AT\-1 (4.12)
(AG™'A")HAG —(AG*A")

Dowéd. Zauwazmy najpierw, ze przy zatozeniach lematu macierz AG1AT jest réwniez
dodatnio okreslona. Istotnie. Jeéli u € R™, u # 0, to ATu # 0, bo wiersze macierzy A sg liniowo
niezalezne. Skoro macierz G jest dodatnio okreélona, wiec nietrudno zauwazy¢, ze macierz G+
jest réwniez dodatnio okre$lona. Wobec tego u’ AG™1ATu = (ATu)G7(ATu) > 0, co oznacza,
ze macierz AG TAT jest réwniez dodatnio okreSlona. Przemnazajac przez siebie prawe strony
réwnosci (4.10) i (4.12) otrzymamy, ze macierz stojaca po prawej stronie réwnosci (4.12) jest
odwrotnoscig macierzy H. m

Czesto jednak macierz G nie jest dodatnio okre§lona, a nawet nie jest nieosobliwa, a mimo to
zadanie (4.1) moze posiada¢ dokladnie jedno rozwigzanie. Dlatego, jesli nie wiemy, czy macierz
G jest dodatnio okreslona lepiej jest zastosowac nastepujace twierdzenie, z ktérego wynika drugi
sposéb rozwiazania réwnania (4.9).

Twierdzenie 4.1.4 Jesli A ma pelny rzad wierszowy i hesjan zredukowany ZT GZ jest macierzq
dodatnio okreslong, to macierz Lagrange’a H jest nieosobliwa. W konsekwencyi, istnieje doktad-

nie jeden punkt Kuhna—Tuckera (z*,y*) dany réwnosciq (4.11). Ponadto z* jest jedynym rozwigzaniem
optymalnym zadania (4.1).

Dowdéd. Przypusémy, ze dla z = (z,y) zachodzi Hz = 0, czyli

SRR

a wiec Ar = 0 i w konsekwencji

T T
TCw— | ® G A T |
y A0 y
Poniewaz x € ker A i, zgodnie z tym, co powiedzieliémy wyzej, kolumny macierzy Z rozpinaja
baze w przestrzeni ker A, a wiec x = Zu dla pewnego u € R"™™. Mamy wiec

0=2"Ger =u"Z"GZu.

Poniewaz zalozyliémy, ze macierz Z7 G Z jest dodatnio okre§lona, wiec u = 0, a zatem iz = Zu =
0. Z réwnosci (4.13) wynika wiec, ze ATy = 0. Poniewaz, zgodnie z zalozeniem, A ma pehy rzad
wierszowy, wiec y = 0. Pokazaliémy wiec, ze z = (z,y) = 0, co dowodzi, ze H jest nieosobliwa.
Roéwnanie (4.9) posiada wiec dokladnie jedno rozwiazanie (z*,y*), ktére jest jedynym punktem
Kuhna—Tuckera zadania (4.1). Poniewaz zredukowany hesjan jest macierza dodatnio okre$lona,
wiec zredukowana funkcja celu r dana réwnoScia (4.5) posiada dokladnie jeden minimizer v*, w
konsekwencji zadanie (4.1) posiada jedyne rozwigzanie optymalne x* dane réwnoscig (4.7). =

Warunki wystarczajace na to, aby punkt z* byt rozwiazaniem zadania (4.1) sa podane w
twierdzeniu 2.3.47. Twierdzenie to jest jednak mato wygodne w sytuacji, gdy n jest duze, bowiem
nalezy wéwczas policzy¢ n — m wyznacznikéw macierzy wysokich stopni. Dlatego czesto tatwiej
jest sprawdzi¢, czy hesjan zredukowany Z7GZ jest macierzg dodatnio okreélong i skorzystaé z
twierdzenia 4.1.4. Zwr6tmy przy tym uwage na to, ze rozwigzanie optymalne i wektor mnoznikéw
Lagrange’a mozna wyznaczy¢ albo z réwnoéci (4.11) albo z réwnoéci (4.7) i (4.8).
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Uwaga 4.1.5 W ustepie 2.3.3 podaliSmy warunki wystarczajace na to, aby dany punkt x* byt
rozwiazaniem optymalnym zadania minimalizacji z ograniczeniami réwno§ciowymi (twierdzenia
2.3.421 2.3.47). ZwréciliSmy przy tym uwage na niewygode przy stosowaniu twierdzenia 2.3.47,
gdy wymiar zadania n jest duzy i m < n, gdyz trzeba wéwczas liczy¢ wiele wyznacznikéw
wysokich stopni. Uwaga ta dotyczy oczywiScie réwniez zadania programowania kwadratowego
jako szczegdlnego przypadku zadania minimalizacji z ograniczeniami. W tej sytuacji lepiej jest
korzystac z twierdzen 2.3.43 i 2.3.44, gdzie wystarczy zbadac¢ okreslonos¢ hesjanu zredukowanego
wymiaru n — m.

Cwiczenie 4.1.6 Rozwiaza¢ zadanie podane w ¢wiczeniu 4.1.2 metodg Lagrange’a. Poréwnac
otrzymany wynik z rozwigzaniem otrzymanym w ¢wiczeniu 4.1.2.
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4.1.2 Programowanie kwadratowe przy ograniczeniach nieré6wnosciowych

Zajmiemy sie teraz zadaniem programowania kwadratowego postaci

minimalizowaé q(z) = 227Gz + g"x
wzgledem reR"? (4.14)
przy ograniczeniach Az <b

gdzie G jest macierza symetryczng typu n X n, A = [ay, ..., a;] jest macierza typu m x n o
wierszach a; € R", g € R", b = (b1, ...,b,) € R™. Dla uproszczenia zalozymy ponadto, ze G jest
macierzg dodatnio okre§lona.

Metoda ograniczen aktywnych

Przedstawimy postat pojedynczej k-tej iteracji. Przypus$émy, ze znane jest pewne rozwiazanie
dopuszczalne zj; otrzymane w poprzedniej iteracji, ktére jest pewnym przyblizeniem rozwiaza-
nia optymalnego rozwazanego zadania (4.14). Podamy jak w metodzie ograniczen aktywnym
otrzyma¢ kolejne przyblizenie xj .

Oznaczmy przez I zbiér wszystkich ograniczen, czyli I = {1, ..., m}, przez I} — zbiér pewnych
ograniczen aktywnych w punkcie xp. W opisie algorytmu podamy, jakie ograniczenia aktywne
wiaczamy do [. Na poczatku mozna przyjac

Il = I(l’l) = {Z el: CLZ—'.Tl = bz}

Zakladamy przy tym dla uproszczenia, ze w trakcie realizacji metody w kazdym punkcie xy
wektory a;, 1 € Ij, sa liniowo niezalezne (warunek regularnoci ograniczen Fiacco-McCormicka).
Odpowiada to mniej wiecej zalozeniu o niewystepowaniu degeneracji w zadaniu programowania
liniowego. W razie potrzeby mozna zaburzy¢ prawa strong¢ ograniczen, podobnie jak w przy-
padku wystapienia degeneracji w zadaniu programowania liniowego. W kazdej iteracji metody
ograniczen aktywnych wyznaczane jest rozwiazanie zadania minimalizacji kwadratowej funkcji
celu ¢ przy ograniczeniach réwnosciowych alx = b;,i € I. Metody takiej minimalizacji zostaty
podane w poprzednim ustepie. Oznaczajac ¢ = xp + d, ¢ = q(xr) = %mZka + glay i
gr = Vq(zr) = Gry, + g mozemy funkcje g zapisaé w postaci
1

q(z) = 5(961: + d)" Gz, + d) + g" (x), + d)

1

za$ ograniczenia w postaci al d = 0,4 € I. Zatem zadanie to przyjmie postaé

minimalizowaé $d"Gd + gld
wzgledem deR" (4.15)
przy ograniczeniach ald =0,i € I

i moze byt rozwigzane uprzednio podanymi metodami.

Jesli rozwigzanie dy tego zadania jest niezerowe i punkt z, + dj jest dopuszczalny réwniez
dla ograniczen i € I \ I, to w omawianej metodzie ograniczen aktywnych przyjmujemy xj, =
z+dy. Moze sie jednak zdarzyé, ze xj+dj, nie bedzie spelniaé¢ niektérych ograniczen i € I\ I,. W
tym przypadku poszukujemy metoda minimalizacji kierunkowej najwiekszego o € [0, 1] takiego,
ze punkt z;, + adj, spelia wszystkie ograniczenia i € I\ I, czyli

o, = max{a € [0,1] : af (zp + ady) < bg,i € I\ I}
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Zapiszemy «y w wygodniejszej postaci. Niech dj bedzie rozwigzaniem zadania (4.15) i niech
al(xy, + dy) > b;, czyli al'dy > 0 dla pewnego i € I\ Iy. Poniewaz a! (x), + ady) = b; dla

b; 7aszk
T
a; dk

o= , wiec nietrudno zauwazyc, ze

_aqT
bi = 4 Thy (4.16)

ar = min{l, min
i¢laldy>0  aldy

Przyjmujemy teraz zy11 = xx + apdg. JeSli ap < 1, to oczywiScie pewne nowe ograniczenie,
powiedzmy iy € I\ I, staje sie aktywne i dodajemy je do zbioru Iy, czyli przyjmujemy [j,; =
I U{iy} (oczywiScie wiecej niz jedno nowe ograniczenie moze staé sie aktywne, ale do zbioru I},
dolaczamy tylko jedno). W przeciwnym wypadku (ay = 1) przyjmujemy [y = Ij.
Przypu$tmy teraz, ze dp = 0 jest rozwigzaniem zadania (4.15). Fakt ten mozna stwierdzi¢
sprawdzajac na przyklad, czy dla dp = 0 istnieje wektor mnoznikéw Lagrange’a dla zada-
nia (4.15), bo jest to zadanie programowania wypuklego i spemienie uktadu KT jest wéwczas
warunkiem wystarczajacym na to, aby di = 0 bylo rozwigzaniem zadania (4.15). Przypadek,
w ktérym dj, = 0 jest rozwiazaniem zadania (4.15) moze sie zdarzy¢ na przyklad wéwcezas, gdy
ap_1 = 1, czyli gdy xp = zp_1 + di_1. Wowczas wyznaczamy odpowiadajace temu rozwigzaniu
mnozniki Lagrange’a \;, 7 € I}, (w poprzednim ustepie podano jak je wyznaczy¢). Jesli wszystkie
Ai > 0,1 € I, to przyjmujac \; = 0 dla i € I\ I otrzymamy, ze (g, A) jest punktem Kuhna—
Tuckera dla zadania (4.14). Poniewaz — jak zalozyliémy — G jest macierza dodatnio okre$lona,
wiec zadanie (4.14) jest zadaniem programowania wypuklego i punkt zj jest w tym przypadku
rozwigzaniem globalnym tego zadania. Przypu$¢my teraz, ze )\;, < 0 dla pewnego ji € Ij.
Zgodnie z interpretacja mnoznikéw Lagrange’a podana w ustepie 2.3.4 usunigcie ograniczenia
Ji ze zbioru I, prowadzi do redukcji optymalnej warto$ci funkcji celu zadania (4.15). Zatem w
przypadku \;, < 0 przyjmujemy [, := Ij, \ {ji} i rozwiazujemy zadanie postaci (4.15) ale przy
nowych ograniczeniach réwnoSciowych i € I;. Jesli \; < 0 dla wigkszej liczby ograniczen j € I,
to zwykle przyjmuje sie
Jr = argmin{\; : j € I;}. (4.17)

Przedstawimy teraz dokladniej postaé¢ algorytmu wyznaczajacego rozwiazanie zadania (4.14)
Algorytm 4.1.7 (metoda ograniczen aktywnych)
Krok 0 (inicjalizacja)

(a) Wybra¢ punkt startowy x;.
(b) Potozyt I = I(xy) = {i € [ : al x1 = b;}.
(c) Potozyt k = 1.

Krok 1 (minimalizacja przy ograniczeniach réwnosciowych)

(a) Sprawdzi¢, czy d = 0 jest rozwiazaniem zadania (4.15); jeSli nie, to przej$¢ do kroku
2.

(b) Wyznaczy¢ mnozniki Lagrange’a \;,7 € [}, dla zadania (4.15) 1 wyznaczy¢ ji takie, ze
)\jk = min{)\j 1] € Ik}

(c) Jesli A\;, > 0, to algorytm zatrzymuje si¢ i 2* = x; jest rozwigzaniem optymalnym
zadania (4.14); w przeciwnym przypadku przyjaé¢ Iy, := I \ {Jji}

Krok 2 (wyznaczenie kierunku poszukiwan)
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(a) Wyznaczy¢ rozwiazanie dj, zadania (4.15).
(b) Wyznaczy¢ ay z réwnosci (4.16).

(c) Polozyt xpi1 = xp + axdy.
Krok 3 (aktualizacja zbioru ograniczeh réwnosciowych)

(a) JeSli ap < 1, to potozyt Iy = I U {ix}, gdzie i; realizuje minimum w réwnosci
(4.16). W przeciwnym wypadku potozy¢ Iy 1 = I.

(b) Polozyt k := k + 1 i przejs¢ do kroku 1.

Interpretacja geometryczna metody ograniczen aktywnych. Zilustrujemy opisang metode
dla zadania

minimalizowaé q(z,y) = (x — 0.5) + 2(y — 1)? — 22y
przy ograniczeniach 16z 4 45y < 90

x>0

y>0

)

W punkcie startowym z; = (z1,y1) = (0,0) drugie i trzecie ograniczenie jest aktywne, a wiec
I, = {2,3}. Wobec tego d = 0 jest rozwiazaniem zadania (4.15) dla wyznaczonego zbioru I.
Wyznaczajac mnozniki Lagrange’a otrzymujemy Ao = —1,A\3 = —4, a wigc j; = 31 \;, = —4
w kroku 1(b). Zgodnie z krokiem 1(c) przyjmujemy I; := I \ {3} = {2}. W kroku 2(a)
rozwigzujemy zadanie (4.15) dla nowo wyznaczonego zbioru [ i otrzymujemy jego rozwiazanie
d; = (0,1). Nastepnie w kroku 2(c) wyznaczamy «; z réwnoéci (4.16) i otrzymujemy oy = 1.
W kroku 2(c) kladziemy wigc 2o = 21 +dy = (0,1) i w kroku 3(a) kladziemy I, = I, = {2} i po
zwigkszeniu k do 2 wracamy do kroku 1(a). Stwierdzamy, ze d = 0 jest rozwigzaniem zadania
(4.15) dla zbioru I = {2} i w kroku 1(b) wyznaczamy mnozniki Lagrange’a. Otrzymujemy
Ay = —3, a wigc w kroku 1(c) przyjmujemy Ir := I, \ {2} = (. W kroku 2(a) rozwigzujemy
zadanie (4.15) dla I, = ) i otrzymujemy jego rozwigzanie dy = (3,1.5) i odpowiadajace mu
rozwiazanie z = (3,2.5). Wyznaczenie as z réwnosci (4.16) daje ap ~ 0.43 < 1, wiec w punkcie
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23 = 29 + aady ~ (1.28,1.64) pierwsze ograniczenie staje sie aktywne i w kroku 3(a) ktadziemy
I3 = I, U {1} = {1}. Po zwigkszeniu k do 3 wracamy do kroku 1(a). Poniewaz d = 0 nie jest
rozwiazaniem zadania (4.15) dla I3 = {1}, wiec przechodzimy do kroku 2(a) i rozwiazujemy
zadanie (4.15) tym razem dla I3 = {1} i otrzymujemy ds ~ (0.36,—0.22). Wyznaczone w
kroku 2(b) a3 = 1. Wobec tego w kroku 2(c) otrzymujemy kolejne przyblizenie rozwigzania
2y = 29 +ds ~ (1.66,1.42). W kroku 3(a) kladziemy I, = I3 = {1}, nastepnie zwigkszamy
k do 4 i wracamy do kroku 1(a). Widzimy, ze wektor d = 0 jest rozwiazaniem zadania (4.15)
dla Iy = {1}. Wobec tego wyznaczamy odpowiadajacy temu rozwigzaniu wektor mnoznikéw
Lagrange’a. Otrzymujemy A\; ~ 0.035 > 0. W wyjSciowym zadaniu mozemy przyjac pozostale
mnozniki Lagrange’a réwne zero, bo pozostale ograniczenia sg nieaktywne. Algorytm zatrzymuje
sie 1 stwierdzamy, ze z4 ~ (1.64, 1.42) jest rozwiazaniem optymalnym rozwazanego zadania.

Cwiczenie 4.1.8 Przesledzi¢ metode ograniczen aktywnych dla zadania

minimalizowaé q(x,y) = (x — 4)% + 4(y — 2)?
przy ograniczeniach 3x + 6y < 18

r—y <2

x>0

y=>0
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4.2 Sekwencyjne programowanie kwadratowe

Dane jest zadania minimalizacji rézniczkowalnej z ograniczeniami réwnoSciowymi

minimalizowaé f(x)
wzgledem reR" (4.18)
przy ograniczeniach ¢;(z) =0,7=1,2,...,m,

gdzie funkcja celu f i ograniczenia ¢;, i € I := {1,2,...,m} sa dwukrotnie rézniczkowalne w
sposéb ciaggly. Niech z;, € R™ bedzie pewnym przyblizeniem rozwigzania tego zadania. Po-
jedyncza iteracja sekwencyjnego programowania kwadratowego polega na zastagpieniu zadania
(4.18) przez pewien model kwadratowy i wyznaczeniu kolejnego punktu x4, jedna z metod pro-
gramowania kwadratowego przedstawionych w ustepie 4.1. Oznaczmy c(z) = (¢1(2), ...cpn(x)).
Woéwezas macierz Jacobiego odwzorowania ¢ ma posta¢ Ve(z) = [Vey (), ..., Ve, (z)]. Warunki
Kuhna—Tuckera dla zadania (4.18) maja posta¢ ukladu n + m réwnan z n + m niewiadomymi:

VoL(w,y) = Vf(z) +y" Ve(z)

07
V,L(z,y) = c¢(z) =0, (4.19)

ktéry zapiszemy skrétowo F(z) = 0, gdzie z = (z,y) € R" x R™, za§ F(z) = (Vf(z) +
yI'Ve(z),c(r)) € R* x R™.  Dla ukladu tego zastosujemy metode Newtona 2z, = 2z —
(VF(z)) ' F(z1), przy zalozeniu, ze macierz VF(z;) jest nieosobliwa. Zauwazmy, ze

[ VaeL(z,y) VauL(z,y) | [ Vif(z) +y"Ve(z) Ve(x)
Vo= | vy varen | =1 ey Vo ]

Zatem metoda Newtona zastosowana do ukladu (4.19) ma postac

][] [ =] [

Zwréémy przy okazji uwage na to, ze w przypadku, gdy funkcja celu jest kwadratowa, a ograniczenia
liniowe, macierz VF'(z;) pokrywa si¢ z macierzg Lagrange’a (4.10). Zatem opisana iteracja
pokrywa sie z opisana w ustepie 4.1.1 metoda Lagrange’a dla funkcji kwadratowej bedacej
przyblizeniem kwadratowym funkcji Lagrange’a w punkcie (zy,yx) (patrz definicja 1.5.24) i
ograniczen bedacych linearyzacjami funkcji ¢;, i € I, w punkcie x; (patrz definicja 1.5.23).



