ROZDZIAL 1

Wiadomosci wstepne

Nagbardziej praktyczng rzeczaq na swiecie jest dobra teoria

Hermann von Helmholtz

1.1 Czym jest optymalizacja?

Optymalizacja (ang. optimization) jest dziedzing nauki na pograniczu matematyki, fizyki,
techniki i ekonomii. Zadaniem optymalizacji jest poszukiwanie najlepszych, pod wzgledem
pewnych kryteriow, rozwigzan probleméw pochodzacych z tych dziedzin, dajacych si¢ przed-
stawi¢ w postaci modeli matematycznych. Niektére z tych modeli da sie rozwiazac¢ anality-
cznie, tj. przedstawi¢ rozwigzanie za pomocg wzoru. Natomiast do rozwigzania wiekszoSci
z nich uzywa sie odpowiednich procedur (metod) iteracyjnych generujacych ciagi kolejnych
przyblizen rozwigzan. Budujac model matematyczny problemu nalezy okresli¢ przestrzen X
i jej podzbiér X ,mozliwych” rozwiazan zwanych rozwigzaniami dopuszczalnymi oraz pewien
funkcjonatl f : X — R, okreslony na tej przestrzeni. Funkcjonal ten stanowi kryterium umozliwia-
jace poréwnanie miedzy soba mozliwych rozwigzan. Za najlepsze rozwiazanie mozna wéwczas
uznac to, dla ktérego funkcjonal osigga minimum wzglednie maksimum na zbiorze X. Poniewaz
problem maksymalizacji mozna sprowadzi¢ do problemu minimalizacji, w dalszych rozwazaniach
ograniczymy sie to tego ostatniego. JesteSmy oczywiScie zainteresowani wyznaczeniem mini-
mum globalnego tego funkcjonalu na zbiorze X. Czesto jednak musimy zadowoli¢ sie¢ minimum
lokalnym. W tym przypadku przestrzen X musi by¢ wyposazona w pewna metryke d pozwala-
jaca na zdefiniowanie kuli B(z,r) = {z € X : d(z,z) < r}, gdzie £ € X i r > 0. Przypomnijmy,
ze funkcjonat f : X DO X — R osiaga w punkcie  minimum lokalne (ang. local minimum), jesli

3r>0vz€B(a_z,r)ﬁX f(.il?) > f(j)

Punkt Z nazywa sie wéwczas minimizerem (ang. minimizer) funkcji f. JeSli nieréwnosé
powyzsza jest ostra dla z # Z, to méwimy, ze funkcja f osigga w punkcie T minimum lokalne
izolowane (ang. local isolated minimum).

Mozna rozwazac¢ réwniez problemy optymalizacyjne, w ktérych jest wiecej niz jedno kry-
terium poréwnujace miedzy soba mozliwe rozwigzania. Problemami tego rodzaju zajmuje si¢
optymalizacja wielokryterialna.

Przestrzen X na ktérej opisany jest funkcjonat f jest wynikiem przyjetego modelu matem-
atycznego danego zagadnienia optymalizacji. Moze to byt na przyklad pewien zbiér skoniczony,
zbidr przeliczalny, przestrzen euklidesowa R™ lub jej podzbiér, albo przestrzenie nieskonczenie
wymiarowe, takie jak na przyktad przestrzen Hilberta czy tez przestrzen Banacha lub bardziej
ogblne przestrzenie metryczne. W trzech ostatnich przypadkach X jest najczeSciej przestrzenia
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funkcyjna, czyli jej elementy sa funkcjami. Przestrzen ta jest dobrana specjalnie do rozpa-
trywanego zagadnienia. Nalezy tu jednak podkresli¢, ze przyblizone rozwigzanie zagadnien
w przestrzeniach nieskonczenie wymiarowych uzyskuje sie czesto porzez zrzutowanie na pod-
porzestrzen skonczenie wymiarowa. Tak jest na przykltad w tzw. metodzie elementéw skonc-
zonych.

W dalszych rozwazaniach bedziemy ogranicza¢ sie w zasadzie do zagadnien optymalizacji,
ktérych modele matematyczne okreSlone sa na przestrzeni euklidesowej R (lub czasem na jej
podzbiorze X). Niech wigc dane beda: funkcja f : R™ — R oraz pewien podzbiér X C R™.
Podzbiér ten moze byt podany w postaci abstrakcyjnej, ale najczesSciej podawany jest w postaci

X={reX:¢(x)=0dlaie Foraz ¢;(x) <0dlaie I},

gdzie E = {1,...,p}, [ = {p+1,...m}, ¢; : R* = R, i € EUI. Funkcja f nazywa sie funkcjq celu
(ang. objective), za$ funkcje ¢;, 1 € E'U I, nazywaja sie funkcjami ograniczen lub ograniczeniami
(ang. constraints). Ograniczenia ponumerowane wskaznikami ¢ € F nazywamy ograniczeniami
réwnosciowymi (ang. equality constraints), za$ ponumerowane wskaznikami ¢ € I — ograniczeni-
ami nieréwnosciowymi (ang. inequality constraints). Podzbiér X najczeSciej podawany jest w
postaci: X = R", X = R%}, X = 7Z", badz X = Z7. W ostatnich dwéch przypadkach méwimy
o tzw. programowaniu catkowitoliczbowym (ang. integer programming) lub inaczej o tzw. pro-
gramowaniu dyskretnym (ang. discrete programming). Dla zadan ostatniego typu stosuje sie
specjalne metody, ktére sa przedmiotem odrebnego wyktadu.

Przedmiotem dalszych rozwazan bedzie w szczegélnosci zadanie minimalizacyi bez ograniczen
(ang. unconstrained minimization)

minimalizowa¢ f(x)
wzgledem r eR"

i zadanie minimalizacji z ograniczeniami (ang. constrained minimization) przedstawione w postaci
abstrakcyjnej
minimalizowa¢ f(x)

wzgledem re X CR"
badz w postaci
minimalizowaé f(z)
wzgledem reR"?

przy ograniczeniach ¢;(z) =0, i€ E={1,...,m},
ci(r) <0, iel={m+1,..p}

Elementy x = (1, x2, ..., T,) przestrzeni R” nazywaja sie zmiennymi zadania, a liczba n nazywa
sie wymiarem zadania.
Doktadniej rzecz ujmujac, optymalizacja zajmuje sie:

(a) warunkami istnienia rozwiazan dopuszczalnych (warunkami niesprzecznosci problemu),

(b) warunkami koniecznymi i warunkami wystarczajacymi istnienia minimum (lub przynajm-
niej skonczonego kresu dolnego)

(c) metodami wyznaczenia tego minimum i punktu z* realizujacego to minimum (w sposéb
doktadny lub przyblizony),

(d) badaniem szybkosci zbieznosci ciggu kolejnych przyblizen do rozwigzania zadania.
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Czasem do zadan optymalizacji zalicza sie réwniez:

(e) zbudowanie — dla konkretnego zagadnienia praktycznego — odpowiedniego modelu matem-
atycznego w postaci zadania minimalizacji funkcji wielu zmiennych,

(f) interpretacje rozwigzania takiego zadania.

Dzial optymalizacji, ktérego gléwnym celem jest konstrukcja metod iteracyjnych stuzacych
rozwigzaniu zadania optymalizacji i badaniem zbiezno$ci tych metod nazywa sie programowaniem
matematycznym (ang. mathematical programming). Czasem bedziemy zamiennie uzywaé nazwy
optymalizacja i programowanie matematyczne.

Na ogot zaklada sie, ze funkcje ograniczen c¢;, © € E U I sa ciggte. W konsekwencji zbior
ograniczen X jest domkniety. Jesli ponadto jest on ograniczony i funkcja f jest réwniez ciagla,
to na mocy twierdzenia Weierstrassa osiaga ona minimum na X.

W zadaniu minimalizacji z ograniczeniami:

(a) ograniczenie réwnoéciowe ¢;(x) = 0 mozna zastapi¢ dwoma ograniczeniami nieréwnos-
ciowymi ¢;(z) <01 —¢(z) <0,

(b) ograniczenie nieréwnosciowe ¢;(z) < 0 mozna zastapi¢ ograniczeniem réwno$ciowym ¢;(z)+
u; = 0, wprowadzajac tak zwana zmienng uzupetlniajgcq (ang. slack variable) u; > 0,

Mozna mowi¢ réwniez o zadaniu maksymalizacji. Poniewaz

max f(z) = —min —f(z),
wiec zadanie maksymalizacji mozna sprowadzi¢ do zadania minimalizacji i odwrotnie.
Niech f : X — R przyjmuje wartoSci w zbiorze ¥ C R. Wodwczas dla dowolnej funkcji
rosnacej g : Y — R, funkcja f osiaga minimum (maksimum) w punkcie z* € X wtedy i tylko
wtedy, gdy funkcja g o f osigga minimum (maksimum) w punkcie x* réwne g(f(z*)).

Przyklad 1.1.1 Dla funkcji F': R" — R™ funkcja f okreSlona wzorem f(x) = || F(z)| osiaga
minimum (maksimum) w punkcie z* € R™ wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja h okreslona wzorem
h(z) = ||F(z)||* osiagga minimum (maksimum) w punkcie z*. Zaleta minimalizacji funkcji h w
stosunku do minimalizacji funkcji f jest to, ze funkcja h jest rézniczkowalna, jesli tylko funkcja
F' jest rézniczkowalna, natomiast nie musi tak by¢ dla funkcji f.

Przyklad 1.1.2 Problem maksymalizacji funkcji f : R™ — (0, +00) jest réwnowazny maksy-
malizacji funkcji h : R” — R okre$lonej wzorem h(x) = In(f(z)). Jesli funkcja f jest iloczynem
innych funkcji, f(z) = fi(z)f2(x)...fim(x), to logarytm zamienia ja na sume logarytméw tych
funkcji, czyli h(x) = In fi(z) + In fo(z) + ... + In f,,(x), co jest wygodne przy rézniczkowaniu.
Fakt ten jest wykorzystywany w statystyce matematycznej, sieciach neuronowych, czy uczeniu
maszynowym, gdzie maksymalizuje sie tzw. funkcje wiarygodnosci.

Zadania minimalizacji dzielimy na:

(a) minimalizacje rézniczkowalna (ang. differentialble minimization), gdy wszystkie funkcje
f,ci, i € E'UI, sy rézniczkowalne,

(b) minimalizacje nierdzniczkowalng (ang. nondifferentialble minimization), gdy przynajmniej
jedna z funkcji f,¢;, @ € F'U I, nie jest rézniczkowalna.
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Ponadto, jesli:

e wszystkie funkcje f,¢;, i € EU I, sa rézniczkowalne w sposéb ciagly, to méwimy wéwczas
o zadaniu minimalizacji gladkiej (ang. smooth minimization),

e przynajmniej jedna z funkcji f,¢;, © € F U I, nie jest rézniczkowalna w sposéb ciagly, to
moéwimy wéwczas o zadaniu minimalizacji niegladkiej (ang. nonsmooth minimization).

Wsréd zadan minimalizacji z ograniczeniami wyrézniamy:

(a) zadanie programowania liniowego (ZPL) (ang. linear programming problem), gdy wszystkie
funkcje f,¢;, i € E'U I, sg afiniczne,

(b) zadanie programowania nieliniowego (ang. nonlinear programming problem), gdy przyna-
jmniej jedna z funkcji f,¢;, © € U I, nie jest afiniczna

(c) zadanie programowania kwadratowego (ang. quadratic programming problem), gdy funkcja
f jest kwadratowa, za$ wszystkie funkcje ¢;, i € E'U I, sg liniowe,

(d) zadanie minimalizacji wypukitej (ang. convex minimization problem), gdy E = () i wszystkie
funkcje f,c;, i € I, sa wypukte. Z zadaniem minimalizacji wypuklej mamy do czynienia
réwniez wowczas, gdy zalozenie o braku ograniczen réwnosciowych zastapimy zalozeniem,
ze wszystkie ograniczenia réwnoSciowe sg liniowe. Kazde ograniczenie réwnosciowe liniowe
mozemy bowiem zastapi¢ dwoma ograniczeniami nieréwnos$ciowymi liniowymi.
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1.2 Przykilady

Programowanie matematyczne znajduje liczne zastosowania w wielu dziedzinach miedzy innymi
w ekonomii, w finansach, czy tez w technice. Podamy teraz kilka najprostszych przyktadéw
zagadnien praktycznych prowadzacych do zadan programowania matematycznego.

Przyklad 1.2.1 (zagadnienie analizy dziatalnosci gospodarczej) Producent wytwarza n to-
waréow Pq,...,P,, wykorzystujac m surowcéw lub ogdélniej, czynnikéw produkcyjnych Rj,...,R,,.
Producent dysponuje b; jednostkami surowca R;, ¢ = 1,...,m. Do wyprodukowania jednostki
towaru P; potrzeba a;; jednostek surowca R;, ¢ = 1,...,m, j = 1,...,n. Jednostka wypro-
dukowanego towaru P; przynosi zysk c; jednostek pienigznych, j = 1, ..., n. Ile jednostek kazdego
z towaréw powinien wytwarza¢ producent, aby zapewni¢ sobie maksymalny zysk?

Oznaczajac przez x; ilos¢ jednostek wyprodukowanego towaru P;,
j=1,...,n, mozemy powyzsze zagadnienie sformutowa¢ nastepujaco:
maksymalizowac c1x1 + caTo + ... + CcpTy
przy ograniczeniach  aj;121 + @122 + ... + A1,2, < by,
(2171 + A22%2 + ... + Q2T < by,
m1T1 + Am2T2 + ...+ AmnTn S bm7
T1yeeny Ty > 0.
Przykilad 1.2.2 (zadanie transportowe) W sieci m magazynow

Aq,..., A,, sktaduje sie pewien towar. Nalezy go dostarczy¢ do sieci n sklepéw By,..., B,,. Zapas
magazynu A; wynosi a; jednostek towaru, ¢ = 1, ..., m. Sklep B; potrzebuje b; jednostek towaru,

j =1,...,n. Zakladamy, ze
i=1 j=1

(faczna podaz jest réwna tacznemu popytowi). Koszty transportu jednostki towaru z magazynu
A; do sklepu B, wynosza c;; jednostek pienieznych, i = 1,...,m, j = 1,...,n. Nalezy okresli¢
plan transportowy o minimalnych kosztach zaspokajajacy zapotrzebowanie wszystkich sklepéw
(czyli, przy podanym zalozeniu, wyczerpujacy laczne zapasy magazynow).

Jedli przez z;; oznaczymy ilos¢ towaru transportowanego z magazynu A; do sklepu B;, @ =
1,....,m, 7 =1,...,n, to powyzsze zagadnienie mozemy sformulowaé nastepujaco:

minimalizowaé Y " YU, cijwij

przy ograniczeniach DTy = a4, i=1,..,m
;Zl Tij = bj, ] =1,...,n (12)

Lij 2 O, 1= 1, .,y

j=1,...n.

Przyklad 1.2.3 (optymalny koszyk towaréw) Konsument dysponujacy dochodem I moze za-
kupi¢ dowolne towary Pi, P, ..., P, znajdujace si¢ na rynku. Niech p; oznacza cen¢ jednostki
J-tego towaru, za$§ x; oznacza iloS¢ jednostek j-tego towaru zakupionego przez konsumenta,
Jj = 1,...,n. Okreslona jest tzw. funkcja utytecznosci u : R, — R, gdzie u(r) wyraza stopien
pozadania przez konsumenta koszyka towaréw z = (x1, ..., z,). Funkcja ta posiada pewne nat-
uralne wlasnoSci (np. monotoniczno$é, wklestosc). Konsument ma za zadanie wybraé koszyk
towaréw, dla ktérego uzytecznosc jest najwigksza. Zadanie to mozna sformutowaé¢ nastepujaco

maksymalizowaé u(z)
przy ograniczeniach > 7 pjz; <1
r;>20,5=1,...,n.
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Przyklad 1.2.4 (optymalny portfel akcji, ang. optimal portfolio) Na gieldzie notowanych jest
wiele akcji. Oznaczmy je kolejnymi liczbami naturalnymi ¢ = 1,2, ..., n. Kazda akcja na gieldzie
wigze sie z dochodem i z ryzykiem. Stopa zwrotu kazdej akcji i, i = 1, ..., n, jest zmienng losows.
Oznaczmy ja symbolem X;. Zwykle analizie podlega jej warto$¢ oczekiwana R; = EX; (tzw.
$rednia stopa zwrotu) i jej odchylenie standardowe s; = \/E(X; — EX;)? (tzw. ryzyko). Przy-
pusémy, ze inwestor tworzy portfel sktadajacy sie z m akcji X1, Xo, ..., X, przez wybor wektora
wag w = (wy, wa, ..., Wy, takiego, ze w > 0 oraz »_ w; = 1. Wagi te okreSlaja procentowy udziat
pieniezny poszczegdlnych akcji w portfelu. Dla portfela akcji mozna okreslic zmienng losows,
postaci X = > w;X; bedaca stopa zwrotu tego portfela. Zgodnie z wiasnoSciami wartoSci
oczekiwanej érednia stopa zwrotu portfela ma posta¢ R = FX = ) w; R; Znajac macierz kowari-
ancji S = [s;;] zmiennych losowych losowych X, ..., X,,, mozna wyznaczy¢ ryzyko s tego portfela,

ktére zgodnie z wlasno$ciami wariancji ma posta¢ s = (3, Z;n:l wiszij)%. Nalezy wyznaczy¢
portfel maksymalizujacy pewna funkcje uzytecznosci inwestora opisujaca sktonno§¢ inwestora do
ryzyka.

Przyklad 1.2.5 (zadanie najkrétszych drég) Nalezy znalezé najkrétsza (ewentualnie najtansza,
najszybsza) trase z miasta A do miasta B, przy czym mozemy poruszaé sie wylacznie drogami.
Dla kazdego odcinka drogi (laczacego dwa skrzyzowania) znana jest jego dlugo$¢ (ewentualnie
koszt lub czas przejazdu). Sie¢ drég mozna przedstawié w postaci pewnego grafu G = (V, E),
ktorego wierzcholki v € V' sa skrzyzowaniami, za$ krawedzie (tuki) e € E odcinkami drég
taczacymi te skrzyzowania. Graf ten jest zazwyczaj skierowany, poniewaz niektére odcinki moga
by¢ jednokierunkowe lub koszty (czas) moga zaleze¢ od kierunku przejazdu. Ponadto dana jest
funkcja wag ¢ : F — R wyrazajaca dlugosci (koszty lub czas przejazdu) dla poszczegédlnych
odcinkéw drég. Zadanie sprowadza sie wiec do wyznaczenia drogi w grafie G minimalizujacej
dhugosé (koszt lub czas przejazdu) sposréd wszystkich mozliwych drég taczacych miasta A i B.

Do zadania najkrétszych drég mozna sprowadzi¢ nastepujace zadanie:

Dany jest koszyk V skladajacy si¢ z n walut, zbiér par uporzadkowanych £ C V x V.
Ponadto dla dowolnej pary walut (u,w) € E dany jest kurs wymiany r,, > 0. Wielko$¢ 7,
wyraza ilos¢ jednostek waluty w, ktére otrzymamy ze sprzedazy jednostki waluty u. Przypustmy,
ze dokonujemy ciagu wymian vy — vy — ... — vi. Wéwcezas za jednostke waluty vy otrzymamy
Twiwg * - * To,_qu,, jednostek waluty vy. Dla waluty vy, poszukujemy najkorzystniejszego sposobu
jej wymiany na walute vy.

Przyklad 1.2.6 (zagadnienie komiwojazera, ang. traveling salesman problem) Handlowiec
chce odwiedzi¢ n miejscowosci (klientéw) startujac ze swojej miejscowosci i wracajac tam po
skoniczonej podrézy. W jakiej kolejnosci powinien odwiedzac te miejscowosci, aby taczna przebyta
trasa (wzglednie taczny koszt podrézy albo taczny czas podrézy) byta minimalna. Niech

S 1 jesli bezposrednio po i-tej odwiedzana bedzie j-ta miejscowoSc,
Y10 poza, tym.

Ponadto niech ¢;; oznacza odlegtoé¢ (wzglednie koszt podrézy albo czas podrézy) miedzy i-ta a
J-ta miejscowoscia, i, ] = 1,...n. Zadanie mozna wowczas sformulowaé jako zadanie dyskretnego
programowania liniowego w nastepujacy sposob:

o . . , n n
minimalizowaé D i1 Dje1 CijTij
r i iach Y @ =1 =1
przy ograniczeniac i1 T = 1, i=1,..,n,
) .
Zi:l xij = 1, ] = 1, ., n,
z;; € {0,1}, i,j=1,..,n
i ,krétkie cykle” s zabronione.

Ostatnie ograniczenie gwarantuje, ze trasa nie rozlozy si¢ na kilka roztacznych cykli.
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Przyklad 1.2.7 (dyskretna aproksymacja Czebyszewa, ang. discrete Chebychev approxima-
tion) Dane sa wartoSci y; pewnej funkcji y : R — R w punktach t;, i = 1,...,m. Nalezy znalez¢
wielomian p stopnia co najwyzej n postaci

p (l’, t) = Z xktkv
k=0

gdzie x = (2, ..., r,) € R™™ jest wektorem wspélczynnikéw tego wielomianu, minimalizujacy
funkcje f : R" — R zadang wzorem
flz) = max |y, —p(z,t;)].
1=1,2,....m
Poniewaz zadanie to nie jest rézniczkowalne, zastepuje si¢ je rownowaznym zadaniem minimal-
izacji rézniczkowalnej z ograniczeniami

minimalizowaéc €
wzgledem (z,e) e R"™ xR
przy ograniczeniach —e <vy; —p(z,t;) <e, i =1,....m.

Omawiane zagadnienie nosi nazwe dyskretnej aproksymacji Czebyszewa (ang. discrete Chebychev
approzimation) i ma duze zastosowanie praktyczne, na przyklad w sytuacji, gdy dla danych
wynikéw pomiaréw chcemy znalezé wielomian okre$lonego stopnia najbardziej "pasujacy" do
tych wynikow.

Przyklad 1.2.8 (zagadnienie membrany z przeszkodag) W obszarze € C R? rozciagnigta jest
elastyczna membrana, ktéra ugina si¢ pod dzialaniem sily f. Ponadto ugiecie u jest ograniczone
przeszkoda opisang funkcjg h : 2 — R, czyli v > h. Nalezy wyznaczy¢ ugiecie u tej mem-
brany. Ugiecie membrany jest rozwigzaniem pewnego réwnania rézniczkowego czastkowego lub
rozwigzaniem zwigzanego z nim zadania minimalizacji funkcjonatu okreslonego na odpowiednio
skonstruowanej przestrzeni Hilberta. W praktyce dokonuje sie dyskretyzacji, co prowadzi do
ukladu réwnan liniowych lub zadania minimalizacji kwadratowej duzej skali.

Przyklad 1.2.9 (rzut metryczny ang. metric projection) Dany jest podzbiér wypuklty domkniety
D C R" i pewien punkt z ¢ D. Nalezy w zbiorze D znalez¢ punkt lezacy najblizej punktu z
w sensie odleglosci euklidesowej. Zbiér D opisany jest czesto w postaci ukladu nieréwnosci
ci(x) < 0,4 =1,..,m, gdzie ¢; : R" — R sa funkcjami wypuktymi. Zadanie to mozna sfor-
mulowac¢ nastepujaco

minimalizowaé |z — z|

wzgledem reR"”

przy ograniczeniu x € D

wzglednie w postaci
minimalizowac Hz—z|?
wzgledem reR"
przy ograniczeniach ¢;(z) <0,i=1,...,m.

Ostatnie zadanie jest zadaniem minimalizacji wypuklej rézniczkowalnej z ograniczeniami.

Przyklad 1.2.10 (liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw, ang. linear least squares problem)

Dany jest uktad réwnan Az = b, gdzie A jest macierza typu m x n, v € R", za§ b € R™. Nalezy
wyznaczy¢ punkt z* € R™ minimalizujacy funkcje f(z) = 1[|Az — b||?. Jedli Az = b posiada

rozwigzanie, to jest ono réwniez minimizerem funkcji f. Jesli natomiast uklad nie posiada
rozwigzania, to poszukujemy punktu x*, dla ktérego funkcja f osigga minimum, czyli lewe i
prawe strony ukladu réznig sie najmniej w sensie $rednio-kwadratowym.
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Przyklad 1.2.11 (dopasowanie krzywej do danych pomiarowych) Pewne zjawisko fizyczne (np.
dhugos¢ preta w zalezno$ci od temperatury) opisane jest pewna nieznang funkcja f : R D [a, b] —
R. Zadanie polega na znalezieniu przyblizonego ksztaltu krzywej opisanej ta funkcja. W tym
celu wybieramy N punktéw pomiarowych x; € R, ¢ = 1,2, ..., M, i w punktach tych obserwujemy
wartosci t;, 7 = 1,2, ..., M, tej funkcji. Wartosci te moga byt obarczone bledami wynikajacymi
z charakteru pomiaréw. Dana jest pewna rodzina funkcji Y := {y(-,w) : w € R"}, gdzie w jest
wektorem parametréw. Przykladowo, moze to by¢ rodzina wielomianéw stopnia co najwyzej
N, czyli y(z,w) = wyz™ + wy_ 12V 1+ ...+ wixr + wy, z € R, wéwezas n = M + 1. Nalezy
dopasowaé wektor parametréw w € R" tak, aby zminimalizowaé¢ tzw. blad Srednio-kwadratowy

Przyklad 1.2.12 (zadanie dopuszczalnodci wypuklej, ang. convex feasibility problem) Danych
jest skonczenie wiele zbioréw wypuktych, domknietych C; C R™, ¢ = 1, ..., m. Nalezy wyznaczy¢
punkt x nalezacy do przekroju tych zbioréw, o ile taki punkt istnieje. Zadanie to mozna zapisac
w postaci

minimalizowa¢ f(z) =137, d*(z,C)

wzgledem x € R™,
gdzie d(x,C) = inf,cc ||z — z||. Jesli -, C; # &, to minimalna wartos¢ funkcji celu wynosi 0.
Woéwezas dowolne rozwigzanie tego zadania jest jednocze$nie rozwigzaniem zadania dopuszczal-
nosci wypuklej, i odwrotnie.

Przyklad 1.2.13 (rozwigzanie ukladu réwnan lub nierdwnodci) Dany jest podzbiér C' C R™.
Nalezy wyznaczy¢ punkt € C bedacy rozwiazaniem ukladu réwnan

gdzie f; : R" — R, 7 = 1,2, ..., m. Zadanie to jest rtéwnowazne zadaniu minimalizacji rézniczkowal-
nej z ograniczeniami

minimalizowaé flx) =320 [ fulz)]?

wzgledem reR"

przy ograniczeniu x € C.

Jesli wiadomo, ze powyzszy uklad réwnan ma rozwigzanie, to minimalna wartos¢ funkcji celu
wynosi 0. Do podobnego zadania minimalizacji mozna réwniez sprowadzi¢ rozwigzanie ukladu
nieré6wnosci

filz) <0,i=1,...,m.

Zadanie to jest bowiem réwnowazne zadaniu minimalizacji rézniczkowalnej

minimalizowaé f(x) = Y ;" [ fit (2)]?

wzgledem r e R,

gdzie a; := max(«, 0), lub, po wprowadzeniu zmiennych uzupehiajacych u;, i = 1, ..., m, zada-
niu

minimalizowaé flzyu) =30 [ filx) + u]?

wzgledem (z,u) € R" x R™

przy ograniczeniach u > 0.



1.2. PRZYKLADY 9

Przyklad 1.2.14 (zagadnienie tomografii komputerowej) Tomografia komputerowa (skrétowo
CT od ang. computed tomography) ma za zadanie wyznaczenie rozkladu gestosci (lub stopnia
nieprzejrzystodci) materii (tkanki) badanego obiektu (ciala ludzkiego) na podstawie obrazéw
rentgenowskich tego obiektu wykonanych w wielu réznych kierunkach. W tym znaczeniu CT
stosowana jest jako jedno z podstawowych narzedzi w diagnostyce medyczne;j.

Rozwazmy obiekt plaski (na przyklad przekrdj ciala ludzkiego w zadanej plaszczyZznie) i
umie$émy ten obiekt w ukladzie wspélrzednych. Po odpowiedniej dyskretyzacji rozpatrujemy
skonczenie wiele punktéw nazywanych pikselami (od ang. picture element). Kazdemu pikselowi
pj, j = 1,...,n, mozna przypisa¢ gesto$¢ materii (tkanki) lub stopien ”nieprzejrzystoéci” ma-
terii (tkanki) w tym pikselu. WielkoSci te sa znane dla kazdego rodzaju materii (tkanki). W
celu wyznaczenia gestoSci tkanki w kazdym pikselu, obiekt zostaje przeSwietlony promieniami
rentgenowskimi [;, ¢ = 1,...,m, wysylanymi w réznych kierunkach z réznych pozycji zrédta.
Intensywno$¢ pojedynczego promienia rentgenowskiego przechodzacego przez obiekt zostaje os-
labiona w kazdym punkcie (pikselu) lezacym na drodze promienia proporcjonalnie do gestosci
materii w tym punkcie (pikselu). Po przejSciu przez obiekt intensywno$¢é promieniowania jest
mierzona przez uklad czujnikéw. Zadanie wyznaczenia funkcji gestoSci materii prowadzi do

ukladu réwnan
n
E aijz; = P
j=1

i =1,...,m, wktérym j odpowiada numerowi piksela p;, za$ ¢ — numerowi promienia rentgenowskiego
l;. W uktadzie tym a;; oznacza dlugo$¢ odcinka bedacego czeécig wspélng promienia /; i piksela

pj, B; odpowiada intensywnoSci i-tego promienia zmierzone]j przez detektor, zas x; jest poszuki-
wang gestoscia tkanki dla piksela p;, j = 1,...,n. W praktyce m,n ~ 10° + 10°. Macierz
tego uktadu jest tzw. macierzq rzadkg, tzn. co najwyzej 1% jej elementéw jest réznych od
zera. 7 uwagi na dyskretyzacje oraz bledy pomiaréw intensywnoSci dokonanych przy pomocy
detektorow, réwnosci w tym ukladzie sa przyblizone. Nie mozemy sie wigec spodziewac, ze posi-
ada on rozwigzanie, ale mozemy poszukiwac¢ przyblizonego rozwigzania tego ukiladu. Nalezy
jednocze$nie pamigtaé o dodatkowym zalozeniu = > 0, gdyz gesto$¢é materii (tkanki) jest nieu-
jemna. CT jest wiec problem dopuszczalnosci wypukle;j.

Przyklad 1.2.15 (zagadnienie radioterapii) Radioterapia z uzyciem wiazek o modulowanej
intensywnoS$ci (IMRT od ang. intensity modulated radiation therapy) polega na ulozeniu planu
naswietlen promieniami rentgenowskimi pewnego obszaru ciala ludzkiego zawierajacego guz,
majacego na celu zniszczenie tego guza zachowujac jednoczesnie zdrowe organy znajdujace sie w
jego poblizu. Na$wietlenia nastepuja w kilku kierunkach i w kazdym z nich wysytana jest wiazka
promieni o zmiennej intensywnosci zadanej odpowiednim rozktadem. Dla guza podana jest
minimalna dawka promieniowania [;, za$ dla kazdego zdrowego organu — maksymalna dawka
promieniowania ug, k = 2,..., K. Po odpowiedniej dyskretyzacji, ”podziale” ciala na wvoksele
(od ang. volume element) i rozpatrywaniu skonczonej liczby promieni rentgenowskich, zadanie
powyzsze sprowadza si¢ do rozwigzania pewnego ukladu nieréwnosci liniowych okreslajacego
idealne ograniczenia dla dawek

di(x) >0l dlaicl
di(z) <uy, dlai€ l, k=2,..,K
x>0

gdzie x = (z1,...,7,) jest wektorem intensywnosci radiacji, d;(v) = > 7_, a;x; jest catkowity
dawka zaabsorbowang przez i-ty voksel wskutek radiacji pochodzacej ze wszystkich promieni.
Poniewaz najczeéciej ograniczenia sg zbyt restrykcyjne (chcemy, aby maksymalne dawki dla
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zdrowych organéw byly mozliwie najmniejsze, za$ minimalne dawki dla guza — mozliwie na-
jwieksze), powyzszy uklad najczeSciej nie ma rozwiazan. Wprowadza sie wiec tzw. funkcje
kary

r) = w [ — d;(x 2
f(x) 1 i;[( 1 () )4
waga ' minimalna dawka
dla guza dawka dla i-tego
dla guza voksela guza
K
+ w di(z - u ’
>oow Yl d o)
k=1 i€y,
waga dla dawka maksymalna
organu k dla i-tego dawka
voksela, dla organu k
organu k

gdzie w = (wy, ..., wg) > 0 jest tzw. wektorem wag dla poszczegdlnych organéw. Funkcja kary
mierzy sumaryczne wazone odstepstwa (Sredniokwadratowe) dawek od idealnych ograniczen.
Wyznaczenie optymalnego wektora intensywnosci radiacji polega na minimalizacji funkcji kary
na zbiorze wszystkich nieujemnych wektoréw radiacji. IMRT jest zadaniem duzej skali, poniewaz
zaréwno liczba vokseli, jak i liczba promieni jest rzedu 10* + 10°.
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1.3 Podstawowe oznaczenia
W dalszej czeSci uzywac bedziemy nastepujacych oznaczeni konwencji:

o v = (21,...,x,) € R", gdzie z;, j = 1,2,...,n sa wspélrzednymi punktu (wektora) z.
Wektor = bedziemy identyfikowaé z macierza typu nx 1 (wektor kolumnowy), tzn bedziemy
T1

T
pisa¢c x = . lub = = [11, Ty, ..., z,]T. Jedli nie bedzie prowadzi¢ to do nieporozumier,

Tn
dla punktéw (wektoréw) w R? lub R? bedziemy zamiennie uzywaé oznaczen odpowiednio
(z,y) badz (z,y, 2);
o ¥ oznacza k-ty wyraz ciagu {2*}2°, elementéw przestrzeni R™;
e 1 > 0 oznacza, ze wszystkie wspéirzedne wektora = sa nieujemne;

e o, = max{0,a}, a_ = max{0, —a} oznaczaja odpowiednio cze$¢ dodatnia i czes¢ ujemna,
liczby a € R;

o v, = ((1)4, ., (Tn)s), czyli czes¢ dodatnia wektora x € R" otrzymujemy wyznaczajac
czesci dodatnie jego wspétrzednych z;, 7 = 1,2,...,n;

e R? = {x € R": 2 > 0} oznacza ortant nieujemny;
e r > 0 oznacza, ze wszystkie wspolrzedne wektora x sg dodatnie;
o R?, = {z € R": 2z > 0} oznacza ortant dodatni;

e B(x,r) ={y € R": |ly—z| < r} oznacza kulg domknietq o srodku w punkcie = i promieniu
s

e cl D oznacza domkniecie niepustego zbioru D C R™ (ang. closure);

e bdD :=clDncl(R™\ D) oznacza brzeg niepustego zbioru D C R™ (ang. boundary);

e #.J oznacza moc zbioru J; w przypadku zbioru skonczoego #.J jest liczba elementéw tego
zbioru.

Niech f: X— R, gdzie X jest pewnym podzbiorem R". Wéwczas:

o Argmin, .y f(z) = {y € X : Voex f(y) < f(x)} oznacza zbidr, na ktérym funkcja f
osiaga swoje minimum na zbiorze X;

e argmin .y f(x) oznacza element zbioru Argmin  y f(x), czyli minimizer funkcji f na
zbiorze X;

e f. oznacza nieujemny czes¢ funkcji f, czyli fi(z) = max{0, f(z)}.

Definicja 1.3.1 Poziomicq (ang. level set) funkcji f : R” — R dla poziomu « € R nazywamy
zbior

{z €eR": f(z) = a},
natomiast zbiér

S(fia) ={z eR": f(z) <a})

nazywamy podpoziomicq (ang. sublevel set) tej funkcji dla poziomu o € R.
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Definicja 1.3.2 FEpigrafem (ang. epigraph) funkcji f : R” — R nazywamy zbior

epi f ={(z,a) e R" xR : f(z) < a}.
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1.4 Elementy algebry liniowej

Pojecia i fakty podane w tym ustepie sa przypomnieniem lub uzupemlieniem odpowiednich
definicji i twierdzen z algebry liniowe;.
e (x,y) oznacza iloczyn skalarny (ang. inner product) wektoréow x,y € R™,

n

e Iloczyn skalarny (-, -) : R” — R okreSlony wzorem

(@) ==Y ;,
j=1

gdzie © = (x1,...,2,), y = (Y1, .., Yn), lub zapisany w konwencji mnozenia macierzy

(z,y) =2"y

nazywamy standardowym iloczynem skalarnym w R™. Nalezy jednak mie¢ na uwadze, ze
iloczyn skalarny mozna wprowadzi¢ na wiele sposob6éw, na przyktad funkcja (z,y)c =
2T Gy, gdzie G jest macierzg okre$long dodatnio jest réwniez iloczynem skalarnym w R™.

o ||z|| oznacza norme (ang. nmorm) wektora x € R™. Dowolny iloczyn skalarny (-, -) indukuje
norme || - || wzorem ||z| := \/(x,x). JeSli nie bedzie powiedziane inaczej, symbolem
||z|| oznaczaé bedziemy norme euklidesowq (ang. Fuclidean norm) wektora z, czyli norme
indukowang przez standardowy iloczyn skalarny, czyli ||z| = V27x. Na marginesie przy-
pomnijmy, ze norme mozna réwniez wprowadzi¢ w przestrzeniach liniowych bez iloczynu
skalarnego.

e Mowimy, ze wektory z,y € R” sa wzajemnie ortogonalne (ang. orthogonal), jeli (x,y) = 0.

e Dla dowolnego iloczynu skalarnego (-,-) i indukowanej przez niego normy || - || zachodzi
nierownosc Cauchy’ego—Schwarza

(z,y)? < |l - [ly]?

przy czym réwnosc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektory x,y sa liniowo zalezne. W
szczegblnosci,

— (z,y) = ||z] - ||ly|]| wtedy i tylko wtedy, gdy x i y sa dodatnio liniowo zalezne (maja
ten sam zwrot), czyli x = ay lub y = ax dla pewnego a > 0.

— (x,y) = —||z| - ||y|| wtedy i tylko wtedy, gdy x i y sa ujemnie liniowo zalezne (maja
przeciwny zwrot), czyli x = ay lub y = ax dla pewnego o < 0.

e Dla normy || - || indukowanej przez iloczyn skalarny zachodzi tozsamosé réwnolegtoboku

2]l2* + 20lyll* = = + yl* + ll= — ylI*.

o ¢;=(0,..,0,1,0, ...,0) oznacza j-ty wersor, tzn. element przestrzeni euklidesowej odpowied-
niego wymiaru, ktérego j-ta wspéhrzedna jest réwna 1, za$ pozostate sa réwne 0).

e ¢ =(1,...,1) oznacza wektor odpowiedniego wymiaru o wszystkich wspéhrzednych réwnych
1.
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Moéwimy, ze ukltad wektoréw {aq,as, ..., a,,} € R™ jest liniowo niezaleiny (ang. linearly
independent system) lub w skrécie aq, ag, ..., a,, sa liniowo niezalezne, jesli dla dowolnych
statych aq, as, ..., a,, € R

a1a; +asas + ...+ oy, =0=— a1, =ay = ... =a,, = 0.

Moéwimy, ze uktad wektorow {ay, as, ..., a, } C R™ jest liniowo zalezny (ang. linearly depen-
dent system) lub w skrécie ay, as, ..., a,, sa liniowo zalezne, jesli istnieja state oy, ao, ..., a,, €
R takie, ze

a1 + pas + ... + pmay, = 0 1 przynajmniej jedna z tych stalych a; # 0.

Liczbe elementéw maksymalnego ukladu liniowo niezaleznego nazywamy wymiarem (ang.
dimension) przestrzeni. Przestrzen R" ma wymiar n.

Méwimy, ze uklad wektoréw {aq,as,...,an} C R™ jest ortogonalny jesli (a;,a;) = 0 dla
ivj =1,2...m, 1 # jilla] =1dlai=1,2,...,m. W niektérych podrecznikach taki
uktad nazywa sie¢ ortonormalny.

Ortogonalny uklad wektoréw jest liniowo niezalezny.

I oznacza macierz jednostkowq odpowiedniego wymiaru.

Niech A bedzie macierza typu m x n. Wéwczas:

AT oznacza transpozycje macierzy A (macierz transponowang wzgledem A).
A; oznacza j-tg kolumne¢ macierzy A.

A oznacza podmacierz utworzona z kolumn A; macierzy A, j € J C{1,...,n}.
A? oznacza i-ty wiersz macierzy A.

A nazywa sie macierzq diagonalng (ang. diagonal matrix), jeSli dla i = 1,2,....m, j =
1,2,...,n, i # j, zachodzi a;; = 0. Niech d = (dy,...,d,,) € R". Macierz diagonalna nie
musi by¢ kwadratowa. Macierz diagonalng kwadratowg o elementach na gléwnej przekatnej
réwnych dj;, j = 1,2,...,n, czyli macierz postaci

d 0 .. 0
0 do ... 0O
0 0 .. d,

oznaczamy symbolem diag d.

Minorem macierzy A nazywamy wyznacznik jej podmacierzy kwadratowej powstatej przez
skreslenie odpowiedniej liczby wierszy i kolumn macierzy A.

Najwyzszy stopiei niezerowego minora macierzy A nazywamy sie rzedem (ang. rank)
macierzy A i oznaczamy symbolem r(A).

Rzad macierzy A jest liczbg liniowo niezaleznych wierszy badz kolumn tej macierzy.
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e Moéwimy, ze A ma petny rzad kolumnowy (ang. full column rank) jesli kolumny macierzy
A sa liniowo niezalezne.

e Mo6wimy, ze A ma petny rzad wierszowy (ang. full row rank), jedli wiersze macierzy A sa
liniowo niezalezne.

e Ax jest kombinacjg liniowg kolumn macierzy A, gdzie z € R” jest wektorem wspdlczyn-
nikéw tej kombinacji.

e uTA (lub ATu) jest kombinacjg liniows wierszy macierzy A, gdzie u € R™ jest wektorem
wspélczynnikéw tej kombinacji.

e Podzbior X C R™ nazywa sie podprzestrzeniq liniowq, jeSli dla dowolnych z,y € X i dla
dowolnych «, 5 € R zachodzi ax + Sy € X.

e Zbior ker A := {x € R" : Az = 0} nazywamy jqgdrem albo przestrzeniq zerowq (ang. kernel
albo nullspace) macierzy A.

e Zbiér im A := {y € R™ : Jycgny = Az} nazywamy obrazem (ang: image albo range)
macierzy A.

e Zaréwno ker A jak i im A sg podprzestrzeniami liniowymi.

e Podzbior X C R”" nazywa sie podprzestrzeniq afiniczng, jesli dla dowolnych z,y € X i
dla dowolnego « € R zachodzi (1 — o)z + ay € X. Przykladem podprzestrzeni afinicznej
jest zbiér rozwigzan uktadu réwnan liniowych Az = b, gdzie A jest macierza typu m x n,
reR"ibeR™

e Dla dowolnego = € R” istnieja wektory u € ker A i v € im AT takie, ze x = u+ v. Rozktad
ten jest jednoznaczny i u’v = 0. Nazywamy go rozktadem ortogonalnym (ang. orthog-
onal decomposition). Fakt ten zapisujemy w postaci R” = ker A @ im A”. Analogicznie
R™ = ker AT @ im A. Te fakty mozemy réwniez zapisa¢ w postaci (ker A)* = im AT oraz
(im A)* = ker AT, czyli dopemieniem ortogonalnym jadra macierzy A jest obraz macierzy
AT oraz dopelieniem ortogonalnym obrazu macierzy A jest jadro macierzy A7.

e Dla macierzy kwadratowej A typu n x n, jeSli Ar = Az dla x # 0, to A € R nazywa sie
wartosciq wltasng (ang. eigenvalue) macierzy A, za$ x € R™ odpowiadajacym jej wektorem
wlasnym (ang. eigenvector).

e Macierz G := AT A nazywamy macierzq Grama (ang. Gram matriz) kolumn macierzy A.
Elementami macierzy Grama sa iloczyny skalarne kolumn macierzy A, czyli g;; = ATA;.
Jesli A jest pelnego rzedu kolumnowego, to G jest nieosobliwa. Podobnie, macierz AAT
jest macierza Grama wierszy macierzy A. Je$li A jest pelnego rzedu wierszowego, to AAT
jest nieosobliwa.

e Macierz A" speliajacg warunki

(i) AA*A = A,

(i) A*AAT = AF,
(ifi) (AAH)T = AA*
(iv) (A*A)T = ATA
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nazywamy macierzq pseudoodwrotng Moore’a—Penrose’a macierzy A. Jest to formalna
definicja, natomiast nietrudno zauwazy¢, ze jesli A jest macierza o pelnym rzedzie kolum-
nowym, to AT = (ATA)7'AT jedli A jest macierza o pelnym rzedzie wierszowym, to
AT = AT(AAT)7!) jesli za$ A jest macierza nieosobliwa, to AT = A=, W ogdlnym
przypadku, w celu wyznaczenia macierzy pseudoodwrotnej Moore’a—Penrose’a dla danej
macierzy A uzywa sie tzw. rozkladu wedtug wartosci osobliwych (ang. singular value de-
composition — SVD): A = UXVT gdzie U jest macierza ortogonalng typu m x m, ¥
jest macierzg diagonalng typu m X n o nieujemnych elementach o; na gtéwnej przekatnej,
j=1,2,....,p, gdzie p = min{m, n}, zwanych wartosciami osobliwymi (ang. singular val-
ues), oraz V jest macierza ortogonalng typu n x n. Zazwyczaj rozktad ten przedstawia
sie w taki sposéb, aby oy > ... > 0, > 0,41 = ... = 0, = 0. Macierz pseudoodwrotna
Moore’a—Penrose’a macierzy A ma posta¢ AT = VEXTUT, gdzie ©* jest macierza pseudoo-
dwrotng Moore’a—Penrose’a macierzy diagonalnej > powstalg z macierzy > przez odwroce-
nie niezerowych elementéw na gléwnej przekatnej i transponowanie powstatej w ten sposéd
macierzy.

e Symbolem ||A|| oznaczamy norme macierzy A, tzn.

[A]] == sup [|Az]. (1.3)

[[=]l=1

Norma macierzy zalezy od norm przyjetych w R” i w R™. Dla macierzy A i B odpowiednich
typéw zachodzi ||AB|| < ||AJ|-||B||. Jesli obie normy w (1.3) sa normami euklidesowymi, to
||A|| nazywamy norma spektralng (ang. spectral norm) macierzy A. Dla normy spektralnej
macierzy A zachodzi r6wno$¢ ||A|| = \/Amax(ATA), gdzie Apax(AT A) oznacza najwigksza
warto$¢ wlasng (promien spektralny) macierzy AT A.

e Jesli A jest macierza nieosobliwa, to wielkos¢ cond A = ||A7Y||- || A|| nazywamy wskatnikiem
uwarunkowania (ang. condition number) macierzy A. Je§li cond A > 1, to macierz A
nazywamy Zle uwarunkowanqg (ang. ill conditioned). W takim przypadku, rozwigzujac
uklad réwnan Ar = b mala (wzgledna) zmiana prawej strony powoduje duza (wzgledna)
zmiane rozwigzania.

Niech A bedzie macierzg kwadratows.

® M\ax(A) 1 Ain(A) oznaczaja odpowiednio najwigksza i najmniejsza wartosé wtasng (ang.
eigenvalue) macierzy A.

e Wyznacznik macierzy powstalej z macierzy A przez skrelenie tych samych wierszy i kol-
umn nazywa sie minorem gtdwnym (ang. main minor). Minor gtéwny stopnia i powstaty
przez skreSlenie ostatnich n—: wierszy i kolumn tej macierzy nazywamy wiodgcym minorem
gtownym (ang. leading main minor) i oznaczamy symbolem A;, i =0,1,...,n — 1.

e Funkcja f : R"— R postaci f(z) = a’x, gdzie a € R", nazywa si¢ funkcja liniowa.

e Funkcja f : R"— R postaci f(r) = a’x + b, gdzie a € R" i ¢ € R, nazywa si¢ funkcja
afiniczna.

e Operator A : R"— R" nazywa sie operatorem afinicznym, jesli dla dowolnych x,y € R"”
i dla dowolnego o € R zachodzi A((1 — a)z + ay) = (1 — a)A(z) + ¢A(y). Przykladem
operatora afinicznego jest operator T : R" — R™ okre$lony réwnoécia T'(x) = Ax+0b, gdzie
A jest macierza typu m X n, x € R" i b € R™.
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e Funkcja f : R"— R postaci f(z) = %mTAx +b'x + ¢, gdzie A jest macierzg symetryczng,

b € R"ic € R nazywa sie funkcjq kwadratowq (ang. quadratic function).

Cwiczenie 1.4.1 Sprowadzi¢ funkcje kwadratowa f : R"— R, f(z) = %a:TAx do postaci sym-
etrycznej, tzn. f(z) = %ZETGI’, gdzie GG jest macierzg symetryczng.

W dalszych rozwazaniach ograniczac sie bedziemy do macierzy rzeczywistych.
Bedziemy réwniez uzywac zapisu blokowego macierzy, np.

Al
A B A?
Am

gdzie A, B,C,D, A;, j =1,2,..,n,1 A", i = 1,2,...,m, sa macierzami. W tym przypadku nalezy
pamigtac o tym, aby macierze wystepujace w jednym wierszu macierzy blokowej mialy te sama
liczbe wierszy i macierze wystepujace w tej samej kolumnie macierzy blokowej mialy te sama
liczbe kolumn. Dla macierzy blokowych stosuje sie reguty mnozenia takie same jak dla zwyklych

macierzy, np.

A B| | E|_|AE+BF

C D F | | CE+DF |’
Nalezy przy tym zadbac o to, aby wszystkie dzialania po prawej strony powyzszej réwnosci byty
dobrze zdefiniowane.

Definicja 1.4.2 Macierz kwadratowa U nazywa sie macierzq ortogonalng (ang. orthogonal
matriz), jesli

Uty =1,
czyli kolumny macierzy U sg wzajemnie ortogonalne i unormowane.

7 powyzszej definicji wynika, ze aby odwrdéci¢é macierz ortogonalng wystarczy ja transponowac,
U-! = UT. Zatem wiersze macierzy ortogonalnej sg réwniez wzajemnie ortogonalne i unor-
mowane, gdyz z ostatnie réwnoéci wynika, ze [ = UU ! = UU?”.

Definicja 1.4.3 Macierz L postaci

ly 0 .. 0
I = l21 l22 0
lml lm? lmm

nazywa sie macierzq dolng trdjkatng (ang. lower triangular matriz).

Definicja 1.4.4 Niech A bedzie macierza symetryczna typu n x n. Méwimy, ze A jest okreslona
nieujemnie (ang. nonnegative definite albo positive semidefinite), jesli

vseRn STAS 2 0.
Moéwimy, ze A jest okreslona dodatnio (ang. positive definite), jeSli
VSGRn,#O STAS > 0.

Jesli powyzsze nieréwnosSci zachodza w strone przeciwng, to w pierwszym przypadku méwimy,
ze macierz A jest okreslona niedodatnio (ang. monpositive definite albo negative semidefinite),
za$ w drugim, ze jest ona okreslona ujemnie (ang. negative definite). Macierz, ktéra nie jest
okre$lona ani nieujemnie ani niedodatnio nazywa sie macierza nieokreslong.
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Przypomnimy teraz pewne fakty dotyczace macierzy dodatnio okreSlonych. Dowody albo
wynikaja prosto z definicji albo mozna znalez¢ w podrecznikach dotyczacych algebry liniowej
badZ numerycznej algebry liniowe;j.

Twierdzenie 1.4.5 Macierz Grama AT A jest okreslona nieujemnie. Ponadto jest ona okreslona
dodatnio wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest petnego rzedu kolumnowego (kolumny macierzy
A sq liniowo niezalezne).

Uwaga 1.4.6 Wréémy do rozkladu ortogonalnego przestrzeni R™, y = u + v, gdzie u € ker AT,
veimAiuv=0. W przypadku, gdy macierz A jest pelnego rzedu kolumnowego, nietrudno
zauwazyc, ze rownosc ta jest spelniona dla

u=y— AATA ATy i v=AATA)TTATy. (1.4)

Zgodnie z poprzednimi informacjami, w tym przypadku macierz (AT A)~!AT jest macierza
pseudoodwrotng Moore’a—Penrose’a AT. Réwnosci w (1.4) mozemy napisaé w postaci u =
y— AATy iv = AATy. Jedli A nie jest pelnego rzedu kolumnowego, we wzorach na v i v
wystarczy zamiast A wzig¢ dowolng macierz ztozong z liniowo niezaleznych kolumn macierzy A
rozpinajacych przestrzen im A. Podobnie, dla rozktadu ortogonalnego przestrzeni R”, v = u+wv,
gdzie u € ker A, v € im AT i uTv = 0 oraz A jest pelnego rzedu wierszowego, mamy

u=1x—AT(AAT) Az i v=AT(AAT) ' Ax. (1.5)

Zgodnie z poprzednimi informacjami, w tym przypadku macierz AT(AAT)~! jest macierza
pseudoodwrotng Moore’a—Penrose’a AT. Réwnosci w (1.5) mozemy napisaé w postaci v =
y— ATAyiv= AT Ay. Do wzoréw (1.4)-(1.5) wrécimy w rozdziale 2.

Twierdzenie 1.4.7 Dla macierzy symetrycznej A stopnian nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(i) A jest okreslona dodatnio;
(ii) wszystkie wartosci wtasne macierzy A sq dodatnie;

(iii) istnieje macierz ortogonalna U i macierz diagonalna D o dodatnich elementach na gtéwnej
przekatnej takie, 26 A = UDUT (tzw. rozktad wedlug wartosci wtasnych, ang. eigenvalue
decomposition);

(iv) istnieje rozktad Cholesky’ego (ang. Cholesky factorization) macierzy A, postaci A = LLT,
gdzie L jest dolng macierzq trojkgtna, taki, ze wszystkie elementy diagonalne macierzy L
sq dodatnie: l;; > 0 dlai=1,2,....n;

(v) wiodgce minory gtéwne Ay, As, ..., A, macierzy A sq dodatnie;
(vi) istnieje okreslona dodatnio macierz G taka, 2e A = G*.

Uwaga 1.4.8 Jesli w powyzszym twierdzeniu stowo ,,dodatnie” zastapimy przez ,nieujemne”,
to beda zachodzi¢ zwigzki:

(i) < (i) < (iil) < (vi), (iv) = (i) oraz (iv) = (v)

Nie beda natomiast prawdziwe implikacje (v)=-(i) (patrz przyklad 1.4.12) oraz (v)=-(iv). Beda
one jednak prawdziwe, jeSli w warunku (v) zalozymy, ze wszystkie minory gléwne (a nie tylko
wiodace minory gléwne Ay, Ao, ..., A,) macierzy A beda nieujemne. Sprawdzenie tego warunku
dla macierzy wiekszego wymiaru jest jednak klopotliwe (wszystkich minoréw gléwnych macierzy
kwadratowej stopnia n jest 2" — 1).
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Uwaga 1.4.9 Z uwagi na to, ze dla macierzy ortogonalnej U = [uy, us, ...u,] 0 kolumnach u;,
j = 1,2,...,n, zachodzi UT = U™, rozklad na wartoéci wlasne mozemy zapisa¢ w postaci
AU = UD, albo inaczej, Au; = dju;, j = 1,2,...,n. Widzimy wigc, ze d; jest wartoscia wiasna
macierzy A, za$ u; odpowiadajacym jej wektorem wlasnym, j = 1,2, ...,n.

Uwaga 1.4.10 Istnieje Scisty zwigzek miedzy rozktadem wedlug wartosci osobliwych macierzy
A typu m x n, a rozkladem wedlug wartosci wlasnych macierzy ATA i AAT. Jedli bowiem
A =UXVT, gdzie U iV sg macierzami ortogonalnymi i ¥ macierza diagonalng o nierosnacych
elementach na gtéwnej przekatnej o;, czyli spelniajacych oy > ... > 0, > 0,41 = ... = 0, = 0,
to ATA = VETSVT. Nietrudno zauwazyé, ze Y7 jest macierza diagonalng typu n x n o
elementach diagonalnych réwnych 0? dlaj=1,2,..,rio; =0dlaj=r+1,r4+2,...,n. Zatem
wielkosci 0]2, j = 1,2,...,n, sg wartoéciami wlasnymi macierzy AT A, za$ kolumny macierzy V
sg odpowiadajgcymi im wektorami wlasnymi. Analogocznie, AAT = UXYTUT, czyli wielkosci
odlaj=1,2,..,ri0;=0dlaj=r+17+2, .., m,sa wartosciami wlasnymi macierzy AA”,
za$ kolumny macierzy U sa odpowiadajacymi im wektorami wlasnymi.

Uwaga 1.4.11 Z réwnowaznosci (1)< (vi) w twierdzeniu 1.4.7 wynika, ze macierz A okreslong
dodatnio (nieujemnie) mozna przedstawi¢ jako macierz Grama kolumn pewnej symetrycznej
macierzy G okre§lonej dodatnio (nieujemnie). Dla macierzy A okre$lonej dodatnio (nieujem-

. . . . , 1 . . . ’ .
nie) mozemy wiec formalnie zdefiniowaé Az := G, gdzie G jest macierza okreSlong dodatnio
(nieujemnie) taka, ze A = G*.

Przykiad 1.4.12 Dla macierzy symetrycznej

A:

o oo
e =)
_ -

wiodace minory gléwne Ay, Ay, Ag sa nieujemne (w istocie A; = 0,7 = 1,2, 3), natomiast macierz
ta jest nieokre$lona: dla s = (0,0,1) mamy s’ As > 0 za$ dla s = (0, —1,1) mamy s’ As < 0.
Zwréemy uwage na fakt, ze minor gtéwny powstaly przez skreslenie pierwszego wiersza i pierwszej
kolumny macierzy A jest ujemny.

Whniosek 1.4.13 Jesli macierz symetryczna A typu m x m jest okreslona nieujemnie, to dla
dowolnego s € R"™ zachodzq nierdwnosci

Amin(A)[[s]]* < s As < Amax(A) [1s]1%, (1.6)

gdzie Amin(A) @ Anax(A) sa nagmniejszq i najwiekszq wartosciq wlasng macierzy A. Ponadto,
pierwsza bgdZz druga nieréwnosc staje sie réwnosciq dla s bedgcego wektorem wtasnym odpowiada-
jacym wartosci wtasnej Amin(A) badz Apax(A).

Dowdéd. 7 twierdzenia 1.4.7 i wniosku 1.4.8 wynika, ze A = UDUT, gdzie U jest macierza or-
togonalna, za$ D = diag(d), przy czym wspoéhrzedne d;, i = 1,2, ..., m, sa nieujemne. Oczywiscie
Amax(A) = max;—1 9 mdi i Amin(A) = min;—; 5, d;. Oznaczajac u = U''s mamy

m
s"As = s"UDU"s = u" Du = Z diu?.
i=1
Poniewaz U jest ortogonalna, wiec |[ul|? = ||s||?, a wiec
Auin (A) ]l < 8" As < Anax (A)|ul?,
co konczy dowdd pierwszej czesci. Druga czes$¢ mozna sprawdzi¢ bezposrednio. m

Stosujaé wniosek 1.4.13 do macierzy AT A otrzymujemy natychmiast:
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Whiosek 1.4.14 Dla normy spektralnej macierzy A zachodzi réwnosé ||A||? = Amax (AT A).

Twierdzenie 1.4.15 Jesli G jest macierzg okreslong dodatnio, to zachodzi réunosé cond G =
Amax (G)

Amin(G) :

Dowéd. Wystarczy zastosowaé réwnowazno$¢ (i)<=>(iii) w twierdzeniu 1.4.7 oraz zauwazy¢
ze dla macierzy diagonalnej D = diag(dy,...,d,), gdzie d; > 0, i = 1,...,n, mamy A\y.c(D) =
max{d; : i = 1,...,n} oraz Apax(D™!) = (Amin(D)) ™. Szczegdty pozostawiamy czytelnikowi. m
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1.5 Elementy rézniczkowania funkcji wielu zmiennych

Pojecia i fakty podane w tym ustepie sa przypomnieniem lub uzupelnieniem odpowiednich
definicji i twierdzen z analizy matematycznej, dotyczacych w szczegdlnosci rézniczkowania funkeji
wielu zmiennych.

1.5.1 Podstawowe oznaczenia, definicje i fakty

e Funkcja ¢ : R — R jest wielkoScig rzedu o(t), gdy lim; .o @ =0.

Funkcja ¢ : R — R jest wielkoscia rzedu O(t), gdy |q(t)] < m |t| dla pewnej stalej m > 0.

Funkcja f : R"— R jest koercytywna (ang. coercive), jesli lim,— o0 f(2) = +o00.

Operator F' : R" — R™ jest ciqgly w sensie Lipschitza (ang. Lipschitz continuous) jeSli
istnieje stala L > 0 taka, ze

1F(x) = F(y)|| < Lz = yll

Moéwimy réwniez, ze F' jest operatorem L-lipschitzowskim.

Jesli istnieja wszystkie pochodne czastkowe funkeji f : R” — R, to wektor

o(a) = V(@) = (50, g (@)

nazywamy gradientem (ang. gradient) funkcji f w punkcie z (dla skrécenia zapisu bedziemy
uzywa¢ konwencji g = g(z), g* = g(z*), ¢’ = g(2'), gr = g(w), itd.). Zgodne z przyjgta
konwencja, gradient V f(x) identyfikujemy z wektorem kolumnowym, tzn.

V@) = [ @) @

o Jedli istniejg wszystkie pochodne czastkowe rzedu drugiego funkcji f : R™ — R, to macierz

%@>”.£%@>
G(z) = V2f(z) = V(Vf(z)) = - -

nazywamy macierzq Hessego albo hesjanem (ang. Hessian or Hesse matriz) funkcji
f : R"— R w punkcie = (dla skrécenia zapisu bedziemy uzywaé¢ konwencji G = G(x),

G* = G(a%), G’ = G(a'), Gy = Glay), itd.).

e Jesli pochodne czastkowe rzedu drugiego funkcji f sa ciagle w punkcie z, to hesjan V2 f (x)
jest macierza symetryczna (twierdzenie Sylwestra).

e Niech h : R — R™, czyli h = (hq,...,hy), gdzie h; : R — R, j = 1,2,...,n, sa
funkcjami posiadajacymi wszystkie pochodne czastkowe. Macierz

g—g’ﬁ(x) %(Jzz)
(@) . Gm(a)
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nazywamy macierzq Jacobiego odwzorowania h w punkcie z € R". Jej transpozycje oz-
naczamy symbolem Vh. Zachodza wiec réwnosci

%(m) %hT’f(x)
Vh(z) = [Vhi(x),...,.Vhy,(z)] =
%(m) ?T’Z(x)

e Wektor V,r(7,9) = (Z(z,7), ..., 2 (7, 7)) oznacza gradient funkcji 7 : R* x R"— R w

8—:“ 3 Do

punkcie (7, y) wzgledem = € R™,

e Macierz V,p(Z,9) = (Vop1(Z,9), ..., Vapr(Z,7)) oznacza transpozycje macierzy Jacobiego
odwzorowania p : R"” x R™— R", p = (py, ..., p,) w punkcie (Z,7) € R” x R™ wzgledem
r € R",

e Macierz V2 r(%,7) = V.(V.r(Z,7)") oznacza hesjan funkcji r : R* x R™— R w punkcie
(Z,7) wzgledem x € R™.
1.5.2 Funkcje rézniczkowalne i ich wlasnoSci

Definicja 1.5.1 Niech f : R®™ — R i niech z, s € R". Granice

o {@ T 1) — /(@)
t10 t

nazywamy pochodng kierunkowq (ang. directional derivative) funkcji f w punkcie z w kierunku
wektora s i oznaczamy ja symbolem f’(z,s). Podobnie definiujemy pochodng kierunkows odw-
zorowania h : R" — R™.

Definicja 1.5.2 Funkcja f : R” — R nazywa sie rézniczkowalna (w sensie Frécheta) (ang.
Fréchet differentiable) w punkcie = € R™, jeSli istnieje wektor g € R™, taki ze

fla+d) = f(z) +g"d+ofd]]), (1.7)
gdzie d € R™.

Twierdzenie 1.5.3 Jesli funkcja f : R* — R jest rozniczkowalna w punkcie z, to istnieje
gradient V f(x) i zachodzi réwnosé

fla+d) = f(z) + Vf(z)"d+o(|d]),
gdzie d € R".

Definicja 1.5.4 Odwzorowanie h : R"™ — R™ nazywa sie rézniczkowalne (w sensie Frécheta)
w punkcie x € R", jesli istnieje macierz J typu m x n taka, ze

h(z +d) = h(x) + Jd + o(||d]|), (1.8)
gdzie d € R™.

Twierdzenie 1.5.5 Jesli odwzorowanie h : R" — R™ jest rézniczkowalne w punkcie x € R”,
to istnieje macierz Jacobiego Vh(x)T i zachodzi réwnosé

h(z +d) = h(z) + Vh(z)'d + o(||d|]), (1.9)
gdzie d € R".
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Definicja 1.5.6 Funkcja f : R" — R nazywa si¢ rdézniczkowalna w sensie Gdteaur (ang.
Gateauz differentiable) w punkcie x € R", jesli dla dowolnego wektora d € R" istnieje pochodna
kierunkowa f'(z,d) oraz f'(x,-) jest funkcjonalem liniowym, czyli f'(z,d) = g'd dla pewnego
wektora g € R" i dla dowolnego wektora d € R™.

Podobnie definiuje sie rézniczkowalno§¢ w sensie Gateaux dla odwzorowania h : R® — R™.
Szczegdly pomijamy.

Uwaga 1.5.7 Jedli funkcja f : R® — R jest rézniczkowalna w sensie Gateaux w punkcie x, to
istnieje jej gradient Vf(z) oraz f'(z,d) = Vf(z)'d. Mamy bowiem dla d = e;, f'(z,¢e;) =
Vfi(x)Te; = %f—x(j), j = 1,2,...,n. Jednak istnienie gradientu w punkcie x nie gwarantuje
rézniczkowalno$ci w sensie Gateaux w ym punkcie. Co wiecej istnienie gradientu w punkcie
x nie implikuje nawet ciggloSci funkcji w tym punkcie.

Przyklad 1.5.8 Funkcja f: R? — R zdefiniowana wzorem

0 gdyz=01luby=0,
1 poza tym

f(z,y) :{

posiada gradient w punkcie (0,0), ale nie jest w tym punkcie ciagla.

Twierdzenie 1.5.9 Jezeli funkcja f : R™ — R jest rézniczkowalna (w sensie Frécheta) w
punkcie x € R™, to jest ona réiniczkowalna w tym punkcie w sensie Gateaux, czyli w tym
punkcie istniejq wszystkie pochodne kierunkowe f'(x,d) i zachodzi réwnosé

f(w,d) = d"V f(z).

Uwaga 1.5.10 Z rézniczkowalnosci w sensie Gateaux nie wynika rézniczkowalnos¢ w sensie
Frécheta.

Cwiczenie 1.5.11 Sprawdzi¢, ze funkcja f : R? — R okreslona wzorem

[ S jesli () £ (0,0)
f(z,y) —{ 0 jesli (z,y) = (0,0)

jest rézniczkowalna w sensie Gateaux, a nie jest rézniczkowalna w sensie Frécheta.

Przy pewnych zalozeniach spelnionych w przypadku minimalizacji gtadkiej, oba typy rézniczkowal-
noSci w sensie Gateaux i w sensie Frécheta sg sobie réwnowazne.

Twierdzenie 1.5.12 Jesli funkcja f : R® — R jest rézniczkowalna w sensie Gateauxr w
pewnym otoczeniu punktu x € R™ i jej gradient jest ciqgly w punkcie x, to f jest rézniczkowalna
w sensie Frécheta w punkcie x.

Twierdzenie 1.5.13 (o rézniczkowalnoSci funkcji ztozonej) Jesli funkcja h : R — R™
jest rézniczkowalna w punkcie x € R™ i funkcja f : R™ — R jest rézniczkowalna w punkcie
h(x), to funkcja f o h jest rézniczkowalna w punkcie x i zachodzi réwnosé

V(f o h)(z) = Vh(z) - Vf(h(z)). (1.10)

Po prawej stronie powyzszego wzoru wystepuje mnozenie macierzy, wiec ich kolejnos¢ jest
wazna. W niektérych podrecznikach gradienty zapisuje sie jako wektory wierszowe, co wraz z
wlasnoScig transpozycji macierzy powoduje, ze we wzorze (1.10) zamienia sie kolejno$é macierzy
wystepujacych po prawej stronie. Wzoér (1.10) jest prawdziwy réwniez w przypadku, gdy f :
R™ — RP. Wéwezas V f(y)T jest macierzg Jacobiego funkcji f w punkcie y € R™.
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Whniosek 1.5.14 Jesli u,v : R" — R™ sq réiniczkowalne w punkcie x € R™, to funkcja
ufv : R® — R jest rézniczkowalna w punkcie x i zachodzi wzor:

V(u'v)(x) = Vu(z) - v(z) + Vo(z) - u(z).

Jesli ponadto u,v sq dwukrotnie réiniczkowalne w punkcie x € R™, to uTv jest dwukrotnie
rozniczkowalna w punkcie x 1 zachodzi wzor:

V2 (u"v)(z) = Vo(z) - Vu(x)" + Vu(z) - v(x) + Vu(z) - Vo(z)" + V2 (2) - u(z).

Dowdéd. Wystarczy okreslic funkcje b : R® — R*™ h(z) = (u(z),v(x)) i funkcje f : R*™ —
R, f(y) = MMpg1+---F1mNam, gdzie y = (1, ..., Nyyy,) 1 skorzystac z twierdzenia 1.5.13. Szczegdly
pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie. m

Definicja 1.5.15 Funkcja f : R — R nazywa si¢ rézniczkowalna w obszarze D C R", jesli
jest ona rézniczkowalna w kazdym punkcie tego obszaru. Funkcja f nazywa sie funkcja klasy
Ci(x) (C1(D)), jedli gradient V f jest odwzorowaniem ciagtym (lub inaczej pochodne czastkowe
sg ciagle) w punkcie x (w obszarze D). Jesli gradient ten jest odwzorowaniem rézniczkowalnym
w punkcie = (w obszarze D), to méwimy, ze funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie
x (w obszarze D). Jesli hesjan jest odwzorowaniem ciggtym (lub inaczej pochodne czastkowe
rzedu drugiego sa ciaglte) w punkcie x (w obszarze D), to méwimy, ze funkcja f jest klasy Cy(x)

(C2(D)).

Podobnie definiuje si¢ funkcje klasy Cy(x) (Cx(D)). W definicji 1.5.15 ograniczyliémy sie do
co najwyzej dwukrotnej rézniczkowalno$ci funkeji wielu zmiennych, gdyz w dalszych rozwazani-
ach zazwyczaj uzywac bedziemy funkcji co najwyzej klasy Cl.

Podamy teraz twierdzenie o funkcji uwiklanej w postaci przydatnej w dalszej czesci.

Twierdzenie 1.5.16 (o funkcji uwiklanej) Dane jest odwzorowanie r : R" x R — R" i punkt
(7,1), taki ze r(Z,t) = 0 i r jest klasy C1 w pewnym otoczeniu tego punktu. Jesli macierz Jaco-
biego V,r(T,t) jest nieosobliwa, to istnieje otoczenie U punktu t i doktadnie jedno odwzorowanie

h:R — R" klasy C1(U) takie, ze r(h(t),t) =0 dlat € U.

Cwiczenie 1.5.17 Niech 7 : R? — R bedzie dana wzorem r(z,y) = 22 4+ y2 — 25 i niech
y = 3. Dla jakich Z istnieje dokladnie jedna funkcja h : R — R, x = h(y), taka, ze h(y) = = i
r(h(y),y) = 0 w pewnym otoczeniu §? Podaé¢ wzér funkeji h.

Cwiczenie 1.5.18 Niech r : R* — R? bedzie dana wzorem r(x,y, 2) = (22 + 32 4 22 — 26,z +
2y + 3z — 14) i niech (7,7, z) = (3,4,1). Czy istnieje doktadnie jedna funkcja h : R — R? taka,
ze r(h1(z), ha(z), 2) = 0 w pewnym otoczeniu z7

Ponizej przypominamy rozwiniecia Taylora dla funkcji jednej zmiennej. Postaci te wystarcza
do przedstawienia odpowiednich rozwinig¢ Taylora dla funkcji wielu zmiennych.

Twierdzenie 1.5.19 Jesli funkcja q : R — R jest k-krotnie rozniczkowalna na przedziale
[z, x + h], to zachodzi réwnosé

g(x +h) = q(z) + ¢'(x)h + %q”(m)/ﬁ Tt g ® (@) + () (1.11)

Hq
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Twierdzenie 1.5.20 Jesli funkcja q : R — R jest (k+1)-krotnie rézniczkowalna na przedziale
[,z + h], to istnieje liczba A € (0,1) taka, ze

1 1
a(z+h) = q(x) + ¢ (@)h + 54" @0 + .. 5q (@)h" +

¢ (z + Ah) R 1.12
2 !

(k+1)

Ro6wnos¢ (1.11) nosi nazwe rozwiniecia funkeji ¢ we wzdr Taylora z resztq Peana, za$ réwnosé
(1.12) nosi nazwe rozwiniecia funkcji ¢ we wzor Taylora z resztq Lagrange’a.

Cwiczenie 1.5.21 Niech f bedzie funkcja okreslong na przestrzeni R”. Pokazac, ze:
(a) jesli f(x) = a’x, gdzie a € R", to Vf(x) =ai V f(x) = 0;

(b) jesli f(x) = Az, gdzie A jest macierza typu m x n, to Vf(x) = AT, czyli A jest macierza
Jacobiego funkcji f;

(c) jesli p(x) = sTV f(x), gdzie s € R™ i f jest funkcja dwukrotnie rézniczkowalna, to Vp(z) =
Vi f(2)s;

(d) jesli f(x) = 2T Az, gdzie A jest macierza typu n x n, to Vf(z) = (A+ ATz i Vif(z) =
AT + A;

(e) jeSli f(x) = %mTAx + bz + ¢, gdzie A jest macierzg symetryczna, b € R" i c € R (czyli f
jest funkcja kwadratowa), to Vf(z) = Ax + b i sz(x) = A;

(f) jesli f(z) = 3||Az — b||?, gdzie A jest macierza typu m X n, za§ b € R™, to Vf(z) =
AT (Az — b).

Uwaga 1.5.22 Z postaci gradientu dla funkcji kwadratowej (éwiczenie 1.5.21(e)) wynika, ze

9(z) — g(y) = G(z)(z — y).

Innymi stowy, dla funkcji kwadratowej hesjan odwzorowuje przyrost argumentu w przyrost gra-
dientu.

Niech f : R®" — R i niech x € R". Dalej niech h : R — R" bedzie odwzorowaniem
okreSlonym nastepujaco h(t) = z + ts dla s € R" i t € R. Zdefiniujmy funkcje ¢ : R — R
wzorem

q(t) = (foh)(t) = f(7 +ts).

Funkcja g okresla wiec zachowanie funkcji f na prostej o réwnaniu x = x + ts. Jesli funkcja f
jest rézniczkowalna w punkcie x, to na mocy twierdzenia 1.5.13 mamy

q'(t) = Vh(t) - Vf(h(t)) = sV f(z) = Vf(z)'s.

Jesli ponadto f jest dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie x, to przez powtérne zastosowanie
tego twierdzenia otrzymamy

¢"(t) = (¢(1)) = s"V(V[f(2)"s) = s"V*f(2)s.

Wielko$¢ ¢'(t) nazywamy nachyleniem funkcji f w punkcie z wzdhuz prostej h(t) = T + ts, za$
wielko$¢ ¢"(t) — krzywizng funkcji f w punkcie x wzdhuz prostej h(t) = = + ts. Oznaczmy teraz
d = ts. Wektor d mozemy wiec traktowac¢ jako przyrost argumentu: d = x — . Rozwijajac
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funkcje ¢ we wzoér Taylora z resztg Peana (1.11) dla & = 1 w otoczeniu punktu 0, otrzymamy
przy zatozeniu rézniczkowalnoéci funkeji ¢ na odcinku [0, ¢],

q(t) = q(0) +tq'(0) + oft).

Jesli wigc funkcja f jest rézniczkowalna w otoczeniu punktu Z, to otrzymamy nastepujace
rozwiniecie Taylora z reszta Peana

f(@+ts) = f(z)+ts'VF(T) +o(t)

lub inaczej

f(@+d) = f(@)+d" V(@) +o(|d]).

Z kolei rozwijajac funkcje ¢ we wzor Taylora z reszta Peana (1.11) dla k = 2 w otoczeniu punktu
0, otrzymamy, przy zatozeniu dwukrotnej rézniczkowalnosci funkeji ¢ na przedziale [0, ¢]:

dft) = 4(0) + 1 (0) + 574 (0) + of?).

Jesli wiec funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna na odcinku [z, Z + ts], to otrzymamy
nastepujace rozwiniecie Taylora z reszta Peana

f(Z+ts) = f(z) +ts"Vf(T)+ %t2STV2f(f)S + o(t?)

lub inaczej
1
f@+d) = f(@) +d"V (@) + 5d"Vf(@)d + o d]]*).
Podobnie, korzystajac ze wzoru (1.12), otrzymuje si¢ rozwinigcia funkcji ¢ we wzér Taylora z
reszty Lagrange’a:
f(z)=f(@)+d"Vf(z+ )
1
f(@+d) = f(z)+d"VFz)+ §dTV2f(f + Ad)d

dla pewnego A € (0,1).

Definicja 1.5.23 Funkcje liniows f : R* — R okreélong wzorem

fla) = f(@) + V(@) (@ - 2)

nazywamy linearyzacjq (ang. linearization) funkcji f w punkcie z.

Wykresem linearyzacji jest hiperplaszczyzna styczna do wykresu funkcji f w punkcie z.
Twierdzenie 1.5.3 méwi, ze f(z) rézni sie od f(z) o o(||z — Z||).

Definicja 1.5.24 Funkcje kwadratowa fi : R® — R okreslong wzorem
7 1 T2 ¢~ - —\T - -
flo) = 5@ -2 V f(@)(z - 2) + V(@) (2 - 7) + f(2)

nazywamy przyblizeniem kwadratowym (ang. quadratic approximation) funkcji f w punkcie z.
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Podobnie mozemy wyprowadzi¢ rozwiniecie Taylora dla odwzorowania V f. Otrzymamy wéw-
czas
V(@ +d) = Vf(@)+ Vf(z)d + ofd]])
lub inaczej
V(@) = V(@) =V f(@) (@ - 1) +o||z - ),
czyli hesjan odwzorowuje ,w przyblizeniu” réznice argumentéw w réznice gradientéw. Jak
zauwazyliémy wczesniej (patrz uwaga 1.5.22), dla funkcji kwadratowej f odwzorowanie to jest

dokladne.

Definicja 1.5.25 Kierunek s € R"™ nazywa sie kierunkiem spadku (ang. descent direction)
funkcji f w punkcie z € R™ jesli

EI7'>Ovt€(0,’r) f(j: + tS) < f(j:)

Uwaga 1.5.26 Z definicji pochodnej kierunkowej wynika, ze jesli f'(z,s) < 0, to s jest kierunk-
iem spadku funkcji f w punkcie Z. Zatem dla funkcji rézniczkowalnej f zachodzi implikacja

s'V f(z) < 0 = s jest kierunkiem spadku funkcji f punkcie Z.

3

Odwrotna implikacja nie jest prawdziwa (wystarczy wzia¢ f(z) = 2°, 2 =01s = —1).

Definicja 1.5.27 Niech dla funkcji f : R — R i dla punktu € R" istnieja pochodne kierunk-
owe f'(7,s) dla wszystkich s € R". Kierunek s € Argminy_, f'(Z,s) nazywa si¢ kierunkiem
najszybszego spadku za$ kierunek s € Argmaxy_; [’ (Z,s) — kierunkiem najszybszego wzrostu
funkcji f w punkcie T € R™.

Definicja 1.5.28 Niech f : R" — R bedzie funkcja rézniczkowalng w sensie Gateaux. Punkt
z, dla ktérego V f(Z) = 0 nazywa sie punktem stacjonarnym (ang. stationary point) funkcji f.

Cwiczenie 1.5.29 Niech f : R" — R bedzie funkcja rézniczkowalng w sensie Gateaux w
punkcie z i V f(Z) # 0. Kierunek najszybszego spadku funkcji f w punkcie Z jest rozwiazaniem
zadania
minimalizowaé  s7V f(Z)
wzgledem s e R
przy ograniczeniu |s|| = 1.
Korzystajac z nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza pokazac, ze kierunkiem najszybszego spadku
funkcji f w punkcie z € R” jest wektor

V@)
Vi@l

oraz kierunkiem najszybszego wzrostu funkcji f w punkcie z € R" jest wektor
_ V@)
S Ivr@Ir

Definicja 1.5.30 Niech X C R"iniech z € X. Wektor s € R" nazywamy kierunkiem stycznym
(ang. tangent direction) do zbioru X w punkcie T jedli istnieje ciag zy, € X, zp — T iciagt, € R,

tr | 0 takie, ze
T — T

s = lim
k tk

W zadaniach minimalizacji z ograniczeniami, w przypadku, gdy X jest zbiorem rozwiazan do-
puszczalnych, kierunek styczny nazywany jest réwniez kierunkiem dopuszczalnym (ang. feasible
direction). Zbiér wszystkich kierunkéw stycznych do zbioru X w punkcie T oznaczaé bedziemy
symbolem T'x (7).
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Wyznaczenie zbioru kierunkéw stycznych z definicji jest zazwyczaj trudne. W dalszej czeSci
zobaczymy jak go wyznaczy¢ dla zbioréw X zadanych ukladem nieréwnosci.
Czytelnikowi pozostawiamy dowdd faktu, ze zbiér kierunkéw stycznych jest domknigty.

Uwaga 1.5.31 Jedli s jest kierunkiem stycznym (do zbioru X w punkcie Z), to jest nim réwniez
as dla dowolnego o > 0 (innymi stowy, zbiér kierunkéw stycznych jest stozkiem). Z tego
wzgledu mozna ograniczy¢ sie do kierunkéw stycznych o ustalonej normie, na przyklad réwnej
1, przyjmujac w powyzszej definicji t;, = ||z — Z||. Nietrudno pokazaé, ze powstata w ten sposéb
definicja kierunku stycznego jest w pewnym sensie réwnowazna definicji 1.5.30.

Cwiczenie 1.5.32 Niech f : R" — R bedzie funkcja rézniczkowalng i niech z € R™ bedzie
punktem takim, ze V f(z) # 0. Pokaza¢, ze

Tiocrn:p(a)=f23(T) = {s € R" : sV f(z) = 0}.

Réwnost powyzsza mozna geometrycznie zinterpretowaé w ten sposob, ze kierunkami stycznymi
do poziomicy funkcji f w punkcie T sa wszystkie wektory ortogonalne do gradientu V f(Z).
Stanowiag one podprzestrzen liniowa — w tym przypadku hiperptaszczyzne. Méwimy réwniez, ze
gradient V f(Z) jest ortogonalny do poziomicy {x € R" : f(x) = f(Z)}.
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1.6 Zbiory wypukle

1.6.1 Podstawowe pojecia i fakty dotyczace zbioréw wypuklych

Definicja 1.6.1 Moéwimy, ze zbior K C R™ jest wypukly (ang. convex), jesli dla dowolnych
z,y € K idlakazdego A € [0, 1] zachodzi (1—N)x+ Ay € K. Otoczka wypukte (ang. convez hull)
zbioru S C R" nazywamy najmniejszy zbiér wypukly zawierajacy S. Oznaczamy ja symbolem
conv S. Kombinacjq wypuktq (ang. conver combination) elementéw w1, ..., T, € R" nazywamy
element x € R" postaci
r = Z )\iIEi,
i=1

gdzie \; > 0,i=1,..,m, > " =1, m>1

Cwiczenie 1.6.2 Pokaza¢, ze przekrdj dowolnej rodziny zbioréw wypuklych jest zbiorem wy-
puklym.

Cwiczenie 1.6.3 Pokazac, ze otoczka wypukta zbioru S C R” jest przekrdj wszystkich zbioréw
wypuklych zawierajacych S.

Czytelnikowi pozostawiamy dowdd nastepujacego lematu.

Lemat 1.6.4 Podzbior C' C R" jest wypukty wtedy i tylko wtedy, gdy do C' nalezy dowolna
kombinacja wypukta jego elementow.

W istocie wystarczy pokaza¢ konieczno$¢ warunku i w tym celu postuzy¢ sie indukcja matem-
atyczna.

Cwiczenie 1.6.5 Pokazac, ze ponizsze zbiory sg wypukie:

(a) dowolna podprzestrzen afiniczna, w szczegdlnoéci dowolna hiperplaszczyzna {x € R" :
T
a'r = b},

(b) dowolna pétprzestrzen {x € R" : aTx < b},

(c) przekréj dowolnej rodziny podprzestrzeni afinicznych, w szczegélnosci

ﬂ{x eR":alz = b},

il
(d) przekrdj dowolnej rodziny pélprzestrzeni

ﬂ{x eR":alzx < b},

icl

(e) sympleks standardowy (ang. standard simplex)

Api={w= N\, Ap) ER™: N >0, i=1,..m, Y A\=1},
=1

(f) zbidr rozwigzan optymalnych zadania minimalizacji wypuklej,
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(g) kula B(z,r) :=={x € R": ||z — Z|| < r}, gdzie || - | oznacza dowolng norme¢ w R", & € R",
r >0,

(h) elipsoida (ang. ellipsoid) J(D,z,p) = {x € R" : (x — Z)"D(x — %) < p}, gdzie D jest
macierzg okreslong dodatnio, z € R", p > 0,

(j) stozek wypukty (ang. convex cone), czyli podzbiér C' C R™ spehiajacy warunki: (i) z € C
ia>0=areC, (ii)r,ye C =x+yeC.

Definicja 1.6.6 Przekrdj skonczenie wielu pélprzestrzeni nazywamy zbiorem wielosciennym.
Ograniczony zbiér wielo$cienny nazywa sie wieloscianem(ang. polyhedron,).

Lemat 1.6.7 Otoczka wypukta zbioru S C R™ jest postaci

conv S = {Z Nt tx; €85, w= (N, ..., ) € Ay, m > 1} . (1.13)

i=1

Dowdéd. ,0” Na mocy definicji 1.6.1 conv S jest zbiorem wypuklym. Skoro conv.S D S,
wiec z lematu 1.6.4 wynika, ze conv S zawiera réwniez wszystkie kombinacje wypukle elementéw
zbioru S.

»,C”  Nietrudno pokaza¢, ze zbiér po prawej stronie réwnosci (1.13) jest wypuktly. Zawiera
on S, wiec zgodnie z definicja 1.6.1 zawiera on réwniez conv S. =

W przestrzeni R” liczbe elementéw wchodzacych do kombinacji wypuktych, o ktérych mowa
w réwnosci (1.13) mozna ograniczyé do n + 1. Zachodzi bowiem nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.6.8 (Carathéodory) Otoczka wypukta zbioru S C R™ sktada sie ze wszystkich
kombinacji wypuktych co najwyzej n + 1 elementéw zbioru S, czyli

conv S = {ZAZ@ i, €8, w= (A1, Am) €EAp, m<n+ 1} .
Dowdéd. Inkluzja O wynika z lematu 1.6.7. Niech x € conv S. Zgodnie z réwnoscig (1.13)

r=Y N (1.14)
=1

dla pewnych z1,...,x, € S, w € A, i m > 1. Spoéréd wszystkich przedstawien wektora x
w postaci (1.14) wybierzmy to, dla ktérego liczba m jest najmniejsza. Jest jasne, ze \; > 0
dla 7 = 1,2,...,m. Pozostaje pokazac¢, ze m < n + 1. Przypu$tmy, ze jest przeciwnie. Niech
xt = (z;,1) € R" x R. Poniewaz m > n + 1, wiec wektory =z, i = 1,...,m, sa liniowo zalezne.
Oznacza to, ze istnieja takie liczby oy, ..., ay, nie wszystkie réwne zeru, ze Y . o;x} = 0, czyli
Yoy =01>"" a; =0. Tak wiec, wéréd «;, i = 1, ..., m, istniejg liczby dodatnie. Niech

% )\z .
€0 := —> = min {— ca; >0, 1=1, ...,m} (1.15)
Q;
i niech B
)\i = )\z — E00Y;, 1= 1, o, m.
Z réwnosci (1.15) wynika, ze A\; > 0 dlai=1,...,mize \;, = 0. Zatem

m

ij\ :i [L’i—c’foz&il’izﬂﬁ
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=1 =1 =1 =1

Poniewaz )\;, = 0, wiec widzimy, ze » mozna przedstawi¢ jako kombinacje wypukly m — 1
elementéw. OtrzymaliSmy sprzecznoS¢ z zalozeniem, ze m jest najmniejsza liczbg dla ktérej x
daje si¢ przedstawi¢ w postaci (1.14). m

Cwiczenie 1.6.9 Wyznaczy¢ otoczki wypukle nastepujacych podzbioréw przestrzeni R™:

(a) {e;:i=1,2,...,n}, gdzie e; jest wersorem jednostkowym w R™.

(b) S(z,r) ={x € R": ||x — Z|| = r}, gdzie || - || oznacza dowolna norme¢ w R™.

1.6.2 Punkty ekstremalne

Definicja 1.6.10 Punkt x nalezacy do zbioru wypukiego K C R" nazywa si¢ punktem ek-
stremalnym tego zbioru, jeSli nie jest Srodkiem odcinka taczacego dwa rézne punkty zbioru K,
tzn.

1 :
T = é(x’—l—x") iz 2" e K= a2 =a"

Zbiér punktéw ekstremalnych zbioru K oznaczamy symbolem ext K. W przypadku, gdy K jest
zbiorem wielo$ciennym, jego punkty ekstremalne nazywaja si¢ wierzchotkami.

Cwiczenie 1.6.11 Wyznaczy¢ zbiory punktéw ekstremalnych dla nastepujacych zbioréw wy-
puktych.

1.6.3 Rzut metryczny

Definicja 1.6.12 Niech C' C R" i niech z € R". Punkt y € C nazywamy rzutem metrycznym
(ang. metric projection) punktu x na zbiér C, jesli

|z —y|| < ||z — z|| dla dowolnego z € C,
i oznaczamy go symbolem Po(x).

Wprawdzie rzut metryczny mozna zdefiniowaé¢ dla dowolnej normy, jednak beda nas intere-
sowaé wlasnoSci tego rzutu dla normy indukowanej przez iloczyn skalarny. W dalszym ciggu tego
ustepu zakladamy wiec, ze ||z|| = /(z, z) dla pewnego iloczynu skalarnego (-, -), chyba ze bedzie
powiedziane inaczej. Z definicji 1.6.12 nie wynika istnienie rzutu metrycznego, a jesli nawet on
istnieje, nie ma gwarancji jego jednoznacznosci. Zachodzi natomiast ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1.6.13 Niech C C R" bedzie zbiorem niepustym, domknietym i wypuktym. Wow-
czas dla dowolnego x € R™ istnieje doktadnie jeden jego rzut metryczny na C'.
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Dowdéd. Twierdzenie pokazemy najpierw dla x = 0. Niech d = inf{]|y|| : y € C'} i niech ciag
{yr}32; C C bedzie wybrany tak, by ||yx|| — d. Dowéd rozbijemy na trzy czesci.

(a) Pokazemy, ze {yx }%2, jest ciagiem Cauchy’ego. Niech € > 01 niech ky > 1 bedzie takie, ze
ykl|? < d®+e/4 dla k > ko. Niech k,1 > ky. Oczywiscie sy, + sy, € C poniewaz C jest wypukly.
Stad 1|lyx + ull > d. Korzystajac z tozsamosci réwnolegloboku otrzymujemy w konsekwencji:

I I

e = wll* = 20yl + 2llml* = llye +

<2(d*+¢e/4) +2(d* + £/4) — 4d® = ¢,

tzn. {yr}72, jest ciagiem Cauchy’ego.
a) wynika, ze y;, zbiega do pewnego y € R"™, gdyz R" jest przestrzenia zupelna. Ponadto
b) Z ik: biega d R™, gdyz R™ jest trzeni Ing. Ponadt
y € C, poniewaz C' jest domkniety. Stad i z ciggloéci normy wynika, ze ||y|| = d. Oznacza to, ze
C i C' jest domkniety. Stad i z ciaglodci ik: d. O t
(c) Pokazemy teraz, ze rzut metryczny okre$lony jest jednoznacznie. Niech y' € C' i niech
V|| = d. Z wypukloéci C' otrzymujemy sy + ¢’ € C. Ponadto
""=d. Z ktosci C' ot j ! 1y’ € C. Ponadt

d< g+ 591 < ol + 2l =d.
a wige |ly + /|| = 2d. Korzystajac powtérnie z tozsamoSci réwnolegloboku mamy:
ly = y'II* = 2lylI* + 2ly'I* = lly + ¥'|I* = 2d* + 2d* — 4d* = 0,
czyliy =1v/.
Niech teraz x € R™ bedzie dowolny. Z definicji rzutu metrycznego wynika, ze = + Po_,(0)

jest rzutem metrycznym punktu x na C, ponadto nietrudno zauwazy¢, ze jest on okreSlony
jednoznacznie. Zatem twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnego x € R". m

Uwaga 1.6.14 Istnienie rzutu metrycznego na zbiér niepusty, domkniety i wypukly C' C R”
mozna pokazaé prosSciej korzystajac z cigglosci normy i z twierdzenia Weierstrassa. Natomi-
ast przeprowadzony powyzej dowéd wskazuje, ze twierdzenie 1.6.13 jest prawdziwe réwniez dla
dowolnej przestrzeni Hilberta.

Ponizsze twierdzenie podaje charakteryzacje rzutu metrycznego i jest przydatne przy wyz-
naczaniu rzutu metrycznego dla konkretnych zbioréw domknietych wypuktych.

Twierdzenie 1.6.15 Niech x € R", C' C R" bedzie zbiorem niepustym, domknietym i wypuktym
1 niech y € C'. Wowczas nastepujgce warunki sq réuwnowazne

() y = Po(x),
(i) (z —y,z —y) <0 dla dowolnego z € C.
Dowdéd. (i)=(ii). Niech y = Po(z) i niech z € C. Ponadto, niech
a=y+Az-y)

dla A € (0,1). OczywiScie z, € C, poniewaz C jest wypukly. Z (i) i z whasnoéci iloczynu
skalarnego mamy wiec

lz = ylI* < llo — 2l* = llz —y = Az = y)|I*

= [l —ylI* = 2Mz — y. 2 — y) + N[z — y|*.
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Skoro A > 0, wiec
A
(v —y.z—y) < Jllz =yl

a poniewaz A jest dowolng liczba z przedziatu (0, 1), wigc musi zachodzi¢ (ii).
(il)=-(i). Z wlasnoéci iloczynu skalarnego oraz z (ii) mamy dla dowolnego z € C

Iz =2l = [l =yl + lly = 2* + 2( =y, y — x) > |y — =",
co na mocy definicji rzutu metrycznego daje (i). =

Cwiczenie 1.6.16 Korzystajac z charakteryzacji rzutu metrycznego sprawdzi¢ stusznos¢ wzorow
na rzuty metryczne punktu x € R dla podanych zbioréw domknietych wypuklych C' C R™:

(a) Jesli C jest hiperplaszczyzna, tzn. C = H(a, () := {z € R" : {(a,2) = B}, gdzie a € R",
8 € R, to zachodzi wzér

(b) Jesli C' jest polprzestrzenia, tzn. C' = H_(a,() := {z € R" : (a,2) < [}, gdzie a € R" i
B € R, to zachodzi wzér

(c) Niech C' C R"™ bedzie zbiorem rozwigzan ukladu réwnan liniowych, tzn. C' = {z € R" :
Az = b}, gdzie A jest macierza typu m X n pelmego rzedu wierszowego i b € R™. Woéwczas
zachodzi wzér

Po(z) =2 — AT(AAT) Y (Az — D).
(d) Jesli C C R™ jest kula, tzn. C' = B(Z,r) := {2z € R": ||z — Z|| < r}, gdzie || - || jest norma
euklidesows, * € R" i r > 0, to zachodzi wzoér

P ® gdy ||lz—z|| <r
W= 2+ (=) gdy o -] >

Czy wzdr ten jest stuszny dla norm innych niz euklidesowa? Poda¢ odpowiednie przyktady.

1.6.4 Twierdzenia o oddzielaniu i ich konsekwencje

Konsekwencjg charakteryzacji rzutu metrycznego podanej w twierdzeniu 1.6.15 sg tzw. twierdzenia
o oddzielaniu.

Twierdzenie 1.6.17 (o ostrym oddzielaniu) Niech C C R" bedzie zbiorem niepustym, domknie-
tym 1 wypuktym i niech x ¢ C'. Wowczas istnieje wektor s € R™, taki ze

(s,z) > sup{(s,y) :y € C}.

Dowdéd. Niech s = x — Po(z). Wéwcezas z twierdzenia 1.6.15 wynika prosto, ze dla kazdego
yed
(@ —y,s) > s,

czyli
(s,2) = (s,9) + [Is]I*.

Zauwazmy, ze s # 0, bo C' jest domkniety i ¢ C. Zatem
(s,2) = sup{(s,y) 1 y € C} + [|s|* > sup{(s,y) : y € C},

co konczy dowéd. m
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Whniosek 1.6.18 Niech A, B C R" bedqg zbiorami wypuktymi i domknietymi, przy czym jeden z
nich jest zbiorem zwartym. Jedli AN B =0, to istnieje wektor s € R™, taki ze

inf{(s,u) : u € A} > sup{(s,v) : v € B}.

Dowéd. Niech C = B—-A:={z€R":z=v—u,v € B, u € A}. Nietrudno zauwazy¢,ze
C jest zbiorem wypuklym. Ponadto C' jest zbiorem domknietym, poniewaz A i B sa domknigte,
a jeden z nich zwarty. Istotnie, niech {z;}7°, C C' i niech z; — z. Wéwezas zp = v — uy,
gdzie u, € A i v, € B. Przypudémy, ze zbiér A jest zwarty. Wéwcezas istnieje podciag zbiezny
{un, 32, clagu {u,}52,. Niech u = limj_, u,,. Wéwczas

Upy, = Zpy, T Up, — UV =2+ U.

Oczywiscie u € Aiv € B, poniewaz A i B sg zbiorami domknigtymi. Mamy wiec z = v — u €
B— A = C. Oznacza to, ze zbiér C jest domkniety. Poniewaz, AN B = (), wiec 0 ¢ C'. Na mocy
twierdzenia o ostrym oddzielaniu istnieje wektor s € R"”, taki ze

0 = (s,0) >sup{(s,y):y e C}
sup{(s,v —u) :u € A, v € B}
= sup{(s,v) :v e B} —inf{(s,u) : u € A},

co konczy dowod. m

Twierdzenie 1.6.19 (o slabym oddzielaniu) Niech C C R" bedzie zbiorem niepustym i wy-
puktym i niech x ¢ C. Wowczas istnieje s € R™ takie, ze

(s,x) = sup{(s,y) : y € C}.

Dowéd. Jesli ¢ clC, to teza wynika z twierdzenia o ostrym oddzielaniu. Niech wiec
x € clC \ C. Poniewaz ten ostatni zbidér jest zawarty w brzegu zbioru C, wiec istnieje ciag
Tp — x, ) ¢ clC. Z twierdzenia o ostrym oddzielaniu wynika, ze istnieje ciag s, # 0, taki ze
dla kazdego y € C
(Sk, 21) > (Sk,y)
lub inaczej

Sk Sk
(Gpow) > (0 y)
sl 5]

Ciag {sk/l|skl|}?2; jest unormowany, posiada on wigc podciag zbiezny do pewnego wektora
unormowanego, powiedzmy do s. Przechodzac do granicy i korzystajac z ciaglosci iloczynu
skalarnego otrzymamy

{s,2) = (s,9)

dla kazdego y € C, co jest rownowazne tezie twierdzenia. ®
7 dowodu twierdzenia 1.6.19 wynika, ze twierdzenie to zachodzi réwniez dla x € bd C.

Whiosek 1.6.20 Niech A, B C R" beda zbiorami wypukiymi i domknietymi. Jesli AN B = (),
to istnieje wektor s € R™, taki ze

inf{(s,u) : w € A} > sup{(s,v) : v € B}.

Dowéd powyzszego wniosku przeprowadza sie podobnie do dowodu wniosku 1.6.18, przy
czym nalezy w nim skorzysta¢ z twierdzenia o stabym oddzielaniu.



1.6. ZBIORY WYPUKLE 35

Twierdzenie 1.6.21 (Minkowski) Wieloscian K jest otoczkq wypukla zbioru swoich punktéw
ekstremalnych:
K = convext K.

Dowdéd indukeyjny twierdzenia Minkowskiego wzgledem wymiaru przestrzeni oparty na twierdze-
niu o oddzielaniu mozna znalezé w podrecznikach do analizy wypuktej, np. w podreczniku
J. B. Hiriarta-Urruty’ego i C. Lemaréchala [HL93, twierdzenie 2.3.4]. Podobne twierdzenie
mozna sformutowac dla zwartych i wypuklych podzbioréw dowolnej lokalnie wypuklej przestrze-
ni liniowo-topologicznej. Nosi ono nazwe twierdzenia Kreina—Milmana.

Uwaga 1.6.22 Prawdziwe jest réwniez twierdzenie w pewnym sensie odwrotne do twierdzenia
Minkowskiego: otoczka wypukla zbioru skonczonego jest wieloScianem. Zatem jest ona zbiorem
domknietym, wypuklym i ograniczonym.

1.6.5 Stozki wypukle
Definicja 1.6.23 Zbiér C' C R" nazywa sie stozkiem wypuktym, jesli
(i) zr,ye C=x+y e,
(i) zeC,a>0=ax e C.
Stozek wypukly jest zbiorem wypuklym (patrz éwiczenie 1.6.5).

Cwiczenie 1.6.24 Pokaza¢, ze nastepujace podzbiory przestrzeni R” sa stozkami wypuklymi:

a) dowolna podprzestrzen liniowa V' C R", w szczegdlnosci ker A := {x € R" : Az = 0} oraz
im AT := {z € R" : v = ATy, y € R™} jako podprzestrzenie liniowe sa zbiorami wypuktymi
, gdzie A jest macierzg typu m X n,
b) zbidr {z € R : Az < 0}, gdzie A jest macierza typu m X n,
c) zbior C* := {x € R™: (x,y) < 0dlakazdegoy € C}, gdzie C C R™ jest zbiorem niepustym,
d) stozek generowanym przez podzbiér S C R"™ (zwany réwniez otoczkq stozkowq zbioru S),
czyli zbior
p
coneS :={r eR":z= Zaisi,si €S,a;,>0,i=1,...,p,p>1}
i=1

Ktoére z tych stozkéw sa domkniete?

Cwiczenie 1.6.25 Niech S C R™. Pokazag, ze
cone conv .S = cone S.

Czy cone S jest domkniety, jesli S jest domkniety. Czy jest on domkniety, jesli S jest zwarty?

Postepujac podobnie jak w dowodzie twierdzenia Carathéodory’ego (tw. 1.6.8) mozna pokazaé
nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 1.6.26 Niech S C R". Wéwczas

p
coneS:{xER":x:Zaisi,si €S0, >0,i=1,...,p,p <n}.
i=1

Twierdzenie 1.6.27 Otoczka stozkowa zbioru skonczonego jest zbiorem domknietym.

Dowéd. Niech S = {s1,52,...,sm} € R™. Niech A bedzie rodzing wszystkich liniowo
niezaleznych podzbioréw zbioru S. 7 twierdzenia 1.6.26 wynika prosto, ze

cone S = U cone{ s, Siy, s Siy
{8i1+8ig,18ip EA

Poniewaz A jest skonczona, wigc wystarczy pokazac, ze dla dowolnego uktadu liniowo nieza-
leznego {as,as,...,a,} C R™ zbiér C := cone{ay, as,...,a,} jest domkniety. Niech wigc ciag
{zr}32, C C bedzie zbiezny do pewnego = € R". Jest jasne, ze x € lin{ay, as, ..., a,}, poniewaz

podprzestrzen lin{ai, as, ..., a,} jest domknigta. Mamy wiec x), = Y 0, afa;, gdzie of > 0,
i=12,..,p, k>1oraz x ="  wa,;, gdzie a; € R, i =1,2,...,p, przy czym oba przedstaw-

k

ienia sa jednoznaczne. Pozostawiamy czytelnikowi pokazanie, ze lim; o) = oy, ¢ = 1,2, ..., p.

Stad juz prosto wynika, ze a; > 0,1 =1,2,....,p,czyliz € C. =

Twierdzenie 1.6.28 Niech C C R" bedzie stozkiem domknietym i niech A C R"™ bedzie zbiorem
zwartym i wypuklym. Je§li AN C =0, to istnieje wektor w € R", taki e sup,cc{w,v) < 0 1
infyea(w,u) > 0.

Dowéd. W przypadku C' = {0} wystarczy wzia¢ w = P40. Niech wigc C' # {0}. Z wniosku
1.6.18 wynika, ze istnieje wektor w, taki ze a = inf,ca{w,u) > sup,co(w,v) = . Pozostaje
wiec pokazaé, ze v = 0. Przypu$émy, ze v > 0. Niech wektor z € C' bedzie taki, ze (w, z) > 0.
Woéwcezas Sz € C' dla kazdego 8 > 0, gdyz C jest stozkiem. Otrzymamy wéwczas

+oo = lim (w, fz) < sup(w,v) =,
B—+o0 vel
czyli v = +00. ROwnost ta stoi w sprzecznoSci z nieréwnoScig o > . Przypustmy wiec, ze
~v < 0. Otrzymamy wéwczas

0 >~ =sup(w,v) > lim (w, fz) =0
vel B—0*

dla pewnego z € C'. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze y =0. =
Definicja 1.6.29 Niech C' C R" bedzie stozkiem. Podzbiér

C":={y e R": (z,y) <0 dla dowolnego z € C'}
nazywa sie stozkiem sprzezonym z C.

Ponizsze twierdzenie odgrywa wazng role w optymalizacji. Wynika z niego w szczegdl-
nosci lemat Farkasa, ktorego konsekwencja sa warunki konieczne minimalizacji rézniczkowalnej
z ograniczeniami (tzw. twierdzenie Kuhna—Tuckera).

Twierdzenie 1.6.30 Niech aq, ..., a,, € R". Stozki
C:={xeR":{(a;,z) <0,i=1,....,m}
oraz

m
K = {y eR" .y = Zwiai, w; > 0,1 = 1,...,m}
i=1
sq wzajemnie sprzezone, tzn. C* = K oraz K* = C.
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Dowdéd. (a) Pokazemy, ze C* = K. Inkluzja K C C* jest oczywista. Niech bowiem y € K,
czyli y = Y ", w;a; dla pewnego wektora w = (wy, ..., w,,) > 0. Wéwczas dla dowolnego = € C'

mamy N N
T) = (Z w;a;, T) = Zwi<ai,:c> <0,
i=1 i=1

czyli y € C*. Pokazemy, ze C* C K. Przypu$tmy bowiem, ze istnieje wektor y € C*, taki ze
y ¢ K. Poniewaz K jest stozkiem domknietym (patrz twierdzenie 1.6.27) i wypuklym, wiec na
mocy twierdzenia 1.6.28 istnieje u € R", taki ze

(u, z) <0 dla kazdego z € K i (u,y) > 0.

Stad, dla kazdego w > 0 mamy

szuaz— szaz_

Biorac w = e; otrzymamy, ze (u,a;) <0, j =1,...,m. Zatem v € C. Mamy wiec (u,y) < 0, bo
y € C*. Uzyskaliémy wiec sprzeczno$é¢ z nieréwnoscia (u, y) > 0, co dowodzi, ze C* C K.

(b) Pokazemy réwno$¢ K* = C. Inkluzji C C K* dowodzi si¢ podobnie, jak inkluzji K C C*
w punkcie (a). Niech teraz x € K*, Wowczas dla dowolnego w > 0

zm: (x,a;) = szaz <
i=1
Stad juz prosto wynika, ze (x,a;) < 0 dla dowolnego i, i =1,....,m, awiecx € C. m
Definicja 1.6.31 Niech X C R" i niech x € X. Zbiér
Nx(z):={s€R": (s,y —x) <0 dla dowolnego y € X}
nazywa sie stozkiem normalnym do X w punkcie x.

Zauwazmy, ze Ny (x) jest stozkiem wypuktym domknietym. Z definicji stozka normalnego i
z charakteryzacji rzutu metrycznego wynika natychmiast nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.6.32 Niech X C R" bedzie zbiorem domknietym i wypukiym @ niech x € R".
Wowczas y = Px(x) wtedy i tylko wtedy, gdy x —y € Nx(y).

Dowéd. Na mocy definicji stozka normalnego, inkluzje x — y € Nx(y) mozemy zapisaé w
postaci (z — y, z — y) < 0 dla dowolnego z € X. Wobec tego twierdzenie wynika bezposrednio z
charakteryzacji rzutu metrycznego (twierdzenie 1.6.15). =

Twierdzenie 1.6.30 jest szczegdélnym przypadkiem nastepujacego twierdzenie, ktérego dowdd
pomijamy.

Twierdzenie 1.6.33 Niech X C R" bedzie zbiorem wypuklym i niech x € X. Wowczas Tx ()
jest stozkiem domknictym wypuktym oraz (Tx(x))* = Nx(x) i (Nx(x))* = Tx(z).
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1.7 Funkcje wypukle

W kolejnych rozdziatach przekonamy sie, ze funkcje wypukle odgrywaja duza role w optymal-
izacji. Dlatego teraz przedstawimy wazne wlasno§ci tych funkcji, z ktérych bedziemy dalej
korzystac.

Definicja 1.7.1 Niech X C R" bedzie podzbiorem wypuklym. Méwimy, ze funkcja f : X — R
jest wypukta (ang. convex function), jeSli

S =Nz +dy) < (1= 2)f(z) +Af(y) (1.16)

dla dowolnych xz,y € X i A € [0,1]. Méwimy, ze [ jest wklesta (ang. concave function), jesli
funkcja —f jest wypukla. Jesli nier6wnos¢ w (1.16) jest ostra dla dlowolnych =,y € X, = # y
i dla dowolnego A € (0,1) to méwimy, ze f jest Scisle wypukta (ang. strictly convex function).
Jesli istnieje stata ¢ > 0, taka ze

ST =Nz +Ay) < (1= A)f(2) + Af(y) - %CA(l = Nllz —yl* (1.17)

dla dowolnych x,y € X i A € [0,1], to méwimy, ze f jest mocno wypukta (ang. strongly convex
function). Stala ¢ nazywa sie statq mocnej wypuktosci lub modutem (mocnej wypuklosci).

Nier6wno$¢ (1.16) méwi, ze odcinek taczacy dwa dowolne punkty na wykresie funkcji lezy
nad tym wykresem. Z kolei nier6wno$¢ (1.17) méwi, ze réznica miedzy punktem na tym odcinku,
a wykresem funkcji jest co najmniej taka jak pewna funkcja kwadratowa znikajaca na koncach
tego odcinka.

Jesli nie bedzie powiedziane inaczej, w dalszej czeSci bedziemy rozwazaé gtéwnie funkcje wy-
pukle okreslone na calej przestrzeni R”. Jednak nie wszystkie wlasnosci takich funkcji wypuktych
przystuguja funkcjom wypuklym zdefiniowanym na podzbiorze wypuklym X C R"™.

1.7.1 Wiasnosci funkcji wypuktych

Ponizsze cztery twierdzenia wynikaja prosto z definicji funkcji wypuklej ($cisle wypuktej, mocno
wypuktlej) i ich dowody pozostawiamy czytelnikowi jako éwiczenie.

Twierdzenie 1.7.2 Jesli f; : R* — R,1 = 1,...,m, sq funkcjami wypukiymi i o; > 0 dla
i =1,..,m, to funkcja f =Y ", a;fi jest wypukta. Jesli ponadto przynajmniej jedna z tych
funkcji, powiedzmy f; jest scisle wypukta (mocno wypukta z modutem c), to funkcja f jest réwniez
5cisle wypukta (mocno wypukta z modutem ojc).

Twierdzenie 1.7.3 Jesli f; : R" — R i € I, saq funkcjami wypuklymi (mocno wypuklymi z
modutem ¢ > 0), to funkcja f = sup,c; fi jest wypukta (mocno wypukta z modutem ¢ > 0).

Twierdzenie 1.7.4 Jesli f : R® — R jest funkcjg wypuklg i A : R™ — R" jest odw-
zorowaniem afinicznym, to funkcja h : R™ — R, h = f o A jest wypukta.

Twierdzenie 1.7.5 Jesli f : R" — Y, gdzie Y C R jest zbiorem wypuktym, jest funkcjg
wypuktg 1 g : Y — R jest funkcjg wypuktq niemalejgcq, to funkcja h : R® — R, h = go f jest
wypukta. Jesli ponadto g jest funkcja rosngceq i f jest funkcja Scisle wypukia, to funkcja h jest
scisle wypukta.

Cwiczenie 1.7.6 Niech f : R" — R bedzie funkcja wypukly (cisle wypukla), zas || - || norma
euklidesowag w R™. Ktére z ponizszych funkcji sa wypukle (Scisle wypukte, mocno wypukte)?
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Ktore z tych wiasnosci zachodzg dla dowolnej normy?

Kres dolny funkcji wypuklych nie musi by¢ funkcja wypukta. Zachodzi natomiast nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 1.7.7 Niech C C R™ bedzie podzbiorem wypuktym. Jesli h : R" x C' — R jest
funkcjg wypuktq ograniczong z dotu, to funkcja f : R™ — R,

f(z) = inf{h(z,y) :y € C},
jest wypukta.

Dowdéd. Oczywiscie f(x) > —oo, z € R™, gdyz h jest ograniczona z dotu. Niech x, 25 € R”
i niech ¢ > 0. Dalej, niech y1,y2 € C beda takie, ze h(x;,y;) < f(z;) +¢, i = 1,2. Wéwczas dla
A € [0, 1] mamy

F(1 = Nxy + Axg) R((1 — XN)xy + Axa, (1 — Ny1 + Ay2)
(1 = Nh(z1,y1) + Ah(22,92)

(1 =N (f(z1) + &) + A(f(z2) +¢)
(1

(
)\)f(l‘l) + )\f(l’z) +e.

IA TN A

Poniewaz ¢ > 0 jest dowolne, wiec z powyzszych nieréwnosci otrzymujemy prosto teze. m

Cwiczenie 1.7.8 Niech h(x,y) = 22— zy+y?®. Wyznaczyé funkeje f(x) = inf{h(z,y) : y € R}.
Wykonac wykresy funkcji h i f.

Lemat 1.7.9 Funkcja wypukta f : R" — R jest lokalnie ograniczona z gory, tzn. dla dowolnego
x € R™ istnieje r > 0 takie, ze [ jest ograniczona z gory na kuli B(x,r).

Dowéd. Niech g = x — ine, ri=x0+e,1=1,..n,gdziee=(1,...,1)) i niech

2

A =conv{x;:i=0,1,...,n}.

Czytelnikowi pozostawiamy jako ¢wiczenie dowdd faktu, ze A ma niepuste wnetrze (wystarczy
pokaza¢ na przyklad, ze B(z, L) C A). Niech ¢ bedzie maksymalna wartoscig funkcji f na
zbiorze wierzchotkéw xg, z1, ..., z, zbioru A. Wéwczas dla r > 0 takiego, ze B(x,r) C A i dla
dowolnego y € B(x,r) mamy y = > . \iz;, dla pewnego w = (A, ..., \p) € Ay, 1

n n n
= f(z Aiwy) < Z)\if<xi) < CZ/\i =c.
i=0 i=0 i=0
]

Funkcje wypukta mozna zdefiniowa¢ na dowolnej przestrzeni liniowej, nawet nieskorniczenie
wymiarowej. Nalezy natomiast zwréci¢ uwage na to, ze w dowodzie powyzszego twierdzenia
korzystamy z tego, ze przestrzen jest skonczenie-wymiarowa. W dowodzie istotne jest réwniez
to, ze f jest okreSlona na calej przestrzeni R".
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Twierdzenie 1.7.10 Funkcja wypukta f : R® — R jest lokalnie lipschitzowska. W konsek-
wencji jest ona ciggta.

Dowéd. Niech x € R™ i niech h : R" — R, h(z) = f(z + 2) — f(z). Oczywiscie h jest
wypukta i A(0) = 0. Na mocy lematu 1.7.9 istnieja wiec r > 0 i ¢ € R takie, ze h(z) < ¢ dla
kazdego z € B(0,7). Niech u € B(z,r), u # x. Wéwczas u = x + z gdzie z € B(0,r), z # 0.

Niech y = ﬁz. Wéwezas oczywiscie |ly|| =712z = Ay dla X = ||Ti\| Mamy wiec
h(z) = h(/\y) - h()\y + (1 — )\)0) < )\h(y) + (1 — /\)h(O) < @C.

7, drugiej strony

0= h(0) = h(%z 52 < %h(z) +3h(=2),
czyli
h(z) > —h(—2) > —@c,

bo —z € B(0,7). Stad | h(z) |< Elc i

c c
| flu) = f(2) [=] h(2) | el = —flu = 2],
a wiec f jest lipschitzowska na B(x,r). Jest wiec ona ciagla w . m

Uwaga 1.7.11 Funkcja wypukla okreSlona na podzbiorze wypuktym X C R™ nie musi by¢
ciagta. Przyktadem moze by¢ funkcja f : [0,1] — R okre$lona wzorem

) = 1—+vV1—22 dlaxze€][0,1)
R dla z = 1.
Twierdzenie 1.7.12 Dla dowolnej normy || - || w R™ i dla zbioru wypuktego C' C R"™ funkcja

d(-,C):R* = R, d(z,C) = inf ¢ ||z — y| jest wypukia.

Dowéd. Niech z,y € R™, X\ € [0,1] i niech z = (1 — A\)x + \y. Bez szkody dla ogélnosci
rozwazan mozemy zalozy¢, ze zbiér C' jest domkniety (w razie potrzeby rozumowanie mozna
przeprowadzi¢ dla zbioru cl C' i skorzystaé z prostej do pokazania réwnoéci d(z, clC) = d(z, C)).

Z wypuktoSci zbioru C' i z w wypuklosci normy || - ||, wynika, ze
d(1 =Nz + My, C) = d(zC)
Iz = Fo(2)|
< (A =Nz + Xy = (1 =N Peo(r) = APo(y)|l
< (I=Nlz = Pe(o)| + Ay = Pe(y)]l

= (1= Nd(z,C) + Ad(y,C).

Wypuktosé funkgji d(-, C') wynika réwniez prosto z twierdzen 1.7.4 i 1.7.7.
Cwiczenie 1.7.13 Niech A bedzie macierzg symetryczng stopnia n.
(a) Pokazac, ze dla dowolnych x,y € R™ i dla dowolnego A € R zachodzi réwnosé
[(1=Nz+ M A[(1 =N+ y] = (1-Nz" Az + y" Ay— (1 -\ (z—y)TA(z—y). (1.18)

Niech f: R" — R, f(x) = %xTAx + bT'z + ¢ bedzie funkcjg kwadratows, gdzie b € R™ i
ceR.
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(b) Korzystajac z réownosci (1.18) pokazaé, ze f jest wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy macierz
A jest okre§lona nieujemnie.

(c¢) Korzystajac z réwnosSci (1.18) oraz z wniosku 1.4.13 pokazaé, ze f jest mocno wypukla
wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest okre§lona dodatnio. Ponadto za modut mocnej
wypuklodci mozna przyjaé Amin(A).

(e) Pokaza¢, ze
11 =Nz + Myl* = (1= Nll=l* + Allyll* = (1 = M)Az =yl (1.19)

skad wynika, ze kwadrat normy euklidesowej jest funkcja mocno wypukly z modutem moc-
nej wypuktosci réwnym 2.

(f) Zauwazy¢, ze dla macierzy dodatnio okre$lonej A réwnos¢ (1.18) mozemy zapisaé w postaci
11 =Nz +Aylld = (1= MlzllZ + Alylh — (1= )Mz =yl (1.20)

gdzie || - |4 jest norma indukowang przez iloczyn skalarny (-,-)a, (z,y)a = zT Ay, czyli

lz||la = VaT Ax.

Uwaga 1.7.14 Niech h : R" — R. Z twierdzenia 1.7.2 i z faktu podanego w ¢wiczeniu 1.7.13(e)
wynika, ze jesli funkcja h jest wypukla to funkcja f = h+3cf|-||?, gdzie ¢ > 0, jest mocno wypukla
z modutem c.

Zachodzi réwniez wlasno§¢ odwrotna do podanej w uwadze 1.7.14.

Wniosek 1.7.15 Funkcja mocno wypukta f z modutem ¢ > 0 jest suma pewnej funkcji wypuktej
h i funkcji kwadratowej 3¢ - ||

Dowdéd. Z definicji funkcji mocno wypuklej i z réwnoéci (1.19) wynika prosto, ze jesli funkcja
f jest mocno wypukta z modutem ¢, to funkcja h := f — %CH - ||? jest wypukla. Zatem,

f(z) =h(z)+ %cHxHZ (1.21)

Uwaga 1.7.16 Okazuje sie, ze zachodzi nawet mocniejsza wlasnosc niz podana we wnioskul.7.15.
Niech f bedzie funkcja mocno wypuklyg z modulem ¢ > 0 i niech z € R". Wéwczas istnieje nieu-
jemna funkcja wypukta h osiggajaca minimum w punkcie Z réwne 0, punkt z € R" oraz stala «
takie, ze

1
f(z) =h(z)+ 50”3: —z|* +a. (1.22)
W przypadku, gdy f jest funkcjg rézniczkowalna wystarczy bowiem przyjac
1 _
2= —-Vf(Z)
c
oraz )
a=f(z) - §c||i — z||2. (1.23)

Woéwczas h jest wypukla, h(z) = 0,

Vi) = (@ — 2) (1.24)
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oraz
Vf(z) =Vh(z)+c(x — 2),
a wiec
Vf(Z)=Vh(z)+c(x—2)=Vh(Z)+ Vf(z),
czyli Vh(Z) = 0. Z przedstawienia (1.22) oraz z (1.23) i (1.24) wynika dla podanych wielkoSci z
i a nastepujace oszacowanie

1
f* = inf f(x) > inf h(z) + inf(§c||x —z|P+a)=a

= 1@ - 5l = Al = $@) — IV @

Zatem znajac wartosc i gradient funkcji mocno wypuklej f dla ustalonego punktu z oraz modut
mocnej wypuklosci ¢ funkcji f mozemy oszacowac z dotu jej kres dolny f*:

f* 2 1(@) - S 9@ (1.25)

Podobne oszacowanie przystuguje dowolnej funkcji mocno wypuktej (niekoniecznie rézniczkowal-
nej). W nieréwnosci (1.25) nalezy tylko zastapi¢ gradient przez tzw. subgradient. Szczegoty
pomijamy. W kolejnym rozdziale podamy twierdzenie, z ktérego wynika, ze dowolna funkcja
mocno wypukla osigga swoje minimum i minimizer jest okreSlony jednoznacznie (twierdzenie
2.1.3 1 wniosek 2.1.5). Podamy tam réwniez oszacowanie odleglosci danego punktu od minimiz-
era funkcji mocno wypuktej (uwaga 2.1.7).

Twierdzenie 1.7.17 Funkcja f : R" — R jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy jej epigraf
jest podzbiorem wypuktym.

Dowdéd. Niech f bedzie funkcja wypukta i niech (z, &), (y, 5) € epi f. Woéwczas dla X € [0, 1]
manmy

F((1T =Xz + Ay) (1= f(x) +Af(y)

<

< (I=ANa+ A5,

co oznacza, ze punkt (1 — A\)(z,a) + Ay, 8) = (1 — M)z + Ay, (1 — N)a + AB) jest elementem
epigrafu funkcji f. Odwrotnie, niech epi f bedzie podzbiorem wypuklym. Niech A € [0, 1].
Poniewaz (x, f(2)), (y, f(y)) € epi f, wigc (1=AN)z+Ay, (1=A)f(2)+Af(y)) = A=) (z, f(2))+
Ay, f(y)) € epi f, czyli

S =Nz +Ay) < (1= A)f(z) + Af (),
a wiec funkcja f jest wypukla. m

Whniosek 1.7.18 Jesli f : R" — R jest funkcjg wypukla, to istnieje wektor a € R™ i liczba
a € R takie, ze
fly) 2 a'y+a (1.26)
dla dowolnego y € R".
Dowéd. Niech f : R® — R bedzie funkcjg wypukla i niech x € R™. Poniewaz epi f jest

podzbiorem wypuklym i (z, f(z)) € bdepi f, wiec z twierdzenia o stabym oddzielaniu wynika,
ze istnieje para (a,7y) € R" x R taka, ze

[a”,7] { f(xx) ] > la",7] { 8 ]

dla dowolnej pary (y,3) € epi f. Zauwazmy, ze v < 0. Wobec tego, bez szkody dla ogélnosci
rozwazan mozna przyjaé v = —1. Dla 8 = f(y) otrzymamy wéwczas f(y) > a’y + a, gdzie
a=—a'r+ f(z). =
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Whniosek 1.7.19 Funkcja mocno wypukta jest koercytyuna.

Dowdéd. Niech f bedzie funkcjag mocno wypukla z modutem ¢ > 0. Na mocy wniosku 1.7.15
f(x) = h(z)+ic||z]|?, gdzie h jest funkcja wypukla. Z wniosku 1.7.18 wynika, ze h(z) > a’z+a
dla pewnego a € R" i stalej & € R. Stad i z nier6wnosci Cauchy’ego—Schwarza otrzymujemy

1
f(@) = =all - llell + a + Selal
Poniewaz prawa strona dazy do 400, gdy ||z|| — +o00, wie¢ lim 400 f(2) = +00. ®

Twierdzenie 1.7.20 Jesli funkcja f : R" — R jest wypukia, to dowolna jej podpoziomica
S(f, ), gdzie a € R, jest zbiorem wypukiym.

Dowéd. Niech f bedzie funkcja wypukla i niech z,y € S(f,«), gdzie a € R oraz niech
A € [0,1]. Mamy wéwczas

F((1 =Xz + Ay) (1 =A)f(x) +Af(y)

(1—-XNa+da=a,

IN A

czyli (1 =Nz + Ay € S(f,). m

Uwaga 1.7.21 Twierdzenie odwrotne do powyzszego nie jest prawdziwe. Aby to zauwazy¢
wystarczy rozpatrzy¢ funkcje - : R — R,

(z) = 0 dlazeC
Xelt) = 1 dlaxéC,

gdzie C' C R” jest zbiorem wypuklym. Funkcja, ktérej wszystkie podpoziomice sg zbiorami
wypuktymi nazywa sie funkcja quasi-wypuklq (ang. quasi-conver).

Twierdzenie 1.7.22 Niech f : R® — R bedzie funkcjag wypukta. Wowczas dla dowolnego
punktu © € R™ i dla dowolnego kierunku s € R"™ istnieje pochodna kierunkowa f'(x,s) oraz

zachodzi réwnosé
Flos) — iug L 19 = @)
’ >0 t ’

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze dla wypuklej funkcji f funkcja h: R — R, h(t) = [f(x +
ts) — f(x)]/t jest niemalejaca. Niech 0 < t; < to. Wéwezas t1/t € (0,1] i

ﬂx+u@—f@»:f«r—%n+§gx+m$>—ﬂw
g(b—%ﬁ®%+%ﬂx+m@—f@)

= Dt tas) — fl2)),

123
tzn. h jest funkcja niemalejaca. Poniewaz kazda funkcja niemalejgca posiada granice jednos-
tronne, wiec zachodza réwnosci

inf h(t) = limh(t) = f'(z, s).

>0 t10
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Twierdzenie 1.7.23 Jesli f : R® — R jest funkcjg wklestq i X C R™ jest wieloscianem, to
1stnieje punkt ekstremalny zbioru X, w ktorym f osigga minimum na tym zbiorze.

Dowdéd. Poniewaz funkcja wklesta f jest ciggla za$ wieloScian jest zbiorem zwartym, wiec f
osigga minimum na zbiorze X na mocy twierdzenia Weierstrassa. Niech wiec z* € X bedzie takie,
ze f(x) > f(z*) = f* dla kazdego x € X. Niech wy,...,w, € X beda punktami ekstremalnymi
zbioru X takimi, ze z* = Y 7 | A\w;, dla pewnego wektora u = (Ay,...,\,) € A,. Punkty
takie istnieja na mocy twierdzenia Minkowskiego (tw. 1.6.21). Przypuéémy, ze f(w;) > f* dla
1 =1,...,p. Wéwczas na mocy wklestosci funkcji f mamy

fr=fY) = f<Z Aiw;) > Z Aif (w;) > Z Nf* = f

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi prawdziwoSci twierdzenia. =

Ponizszy wniosek z twierdzenia 1.7.23 ma zastosowanie na przyktad w programowaniu lin-
iowym.

Whniosek 1.7.24 Funkcja liniowa okreslona na wieloscianie osiqga swoje kresy w wierzchotkach

tego wieloscianu.

1.7.2 Funkcja wypukla rézniczkowalna

Twierdzenie 1.7.25 Niech f : R"™ — R bedzie funkcjg réiniczkowalnag. Wowczas:
(i) f jest wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy
V@) (y—2) < fly) - f(2), (1.27)
dla dowolnych x,y € R";
(i) f jest scisle wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy
V@) (y —2) < fly) - f(z), (1.28)
dla dowolnych x,y € R", x # y;

(iii) f jest mocno wypukta z modutem ¢ > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

Vi@l — )+ gellr — ol < £o) — F@) (1.29)
dla dowolnych x,y € R".

Dowéd. Przeprowadzimy najpierw dowéd czesci (iii). Przypuéémy, ze funkcja f jest mocno
wypukta z modutem ¢ > 0. Dla z,y € R* i dla A € (0,1) otrzymujemy wéwczas, na mocy
rézniczkowalno§ci funkcji f,

(1 =N f(@) + Afy) = f(x)

F0) - @) = .
L =N+ g) — () + bl Ay~ o
- A
St Al =) — f(@) + belt — WAl — ol _
A
= =) V) + el = Ay - S ZD
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W granicy przy A | 0 otrzymamy nieréwno$¢ (1.29). Przypuéémy teraz, ze dla dowolnych z,y €

R™ spelniona jest nieréwnos¢ (1.29) dla pewnego ¢ > 0. Niech A € (0,1) i niech z = (1—\)z+ \y.

Woéwcezas oczywiscie z —x = Ay —x) iy — 2z = (1 — A\)(y — ). W konsekwencji otrzymujemy
)

f@) = f) =2V + el — )
A - A
= (s - D"VIE) + 5ol — a?

fly) — f(z) (y — 2)TV f(2) + 5clly — 2|
y 1—\

= (- 2)"VI() + et = Ny al*

v

Dodajac powyzsze nieréwnosci stronami otrzymamy po prostych przeksztalceniach

F(2) < (L= A () + Af(y) — 5eAT =Ny — ]

Zatem f jest funkcja mocno wypukla ze stala mocnej wypuktosci c.
Przyjmujac w powyzszym dowodzie ¢ = 0 otrzymamy cze$¢ (i), natomiast zastepujac do-
datkowo nieréwnoéci stabe ostrymi i zakladajac, ze  # y otrzymamy cze$¢ (ii). =

Uwaga 1.7.26 Czes¢ (i) twierdzenia 1.7.25 mozna réwniez sformutowaé w nastepujacy sposéb:
funkcja rézniczkowalna f jest wypukla wtedy i tylko wtedy gdy jest ona niemniejsza od dowolnej
swojej linearyzacji. Czytelnikowi pozostawiamy sformutowanie w jezyku linearyzacji pozostatych
czesci tego twierdzenia.

Definicja 1.7.27 Odwzorowanie F' : R" — R" nazywamy monotonicznym (ang. monotone
mapping) jesli

(F(y) = F(2))" (y —2) 20
dla dowolnych x,y € R™. Jesli nieréwnos$¢ powyzsza jest ostra dla dowolnych x,y € R", x # v,

to odwzorowanie F' nazywa sie Scisle monotoniczne (ang. strictly monotone mapping). Jedli
natomiast

(F(y) — F(x))" (y — x) > clly — =|]%,

dla pewnej stalej ¢ > 0, to F' nazywa si¢ odwzorowaniem mocno monotonicznym (ang. strongly
monotone mapping), za$ stala ¢ nazywa sie modutem mocnej monotonicznosci.

Whniosek 1.7.28 Niech f : R" — R bedzie funkcjq rozniczkowalng. Wowczas

(i) Jesli f jest wypukia, to jej gradient Vf : R" — R™ jest odwzorowaniem monotonicznym,
tzn.

(Vf(y) = V(@) (y—2) =20 (1.30)
dla dowolnych x,y € R".
(i1) Jesli f jest scisle wypukta, to jej gradient Vf : R" — R"™ jest odwzorowaniem 5cisle
monotonicznym, tzn.
(Vf(y) = V(@) (y—2) >0 (1.31)
dla dowolnych z,y € R", x # y.
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(iii) Jesli f jest mocno wypukla (z modulem c), to jej gradient Vf : R" — R" jest odw-
zorowaniem mocno monotonicznym (z modutem c), tzn.

(VF(y) = V@) (y—2) = clly — 2 (1.32)
dla dowolnych x,y € R".

Dowdéd. Pokazemy tylko wlasnosé (iii). Pozostale whasnoSci pokazuje sie w podobny sposéb.
Przypu$émy, ze f jest funkcja mocno wypukla. Woéwcezas na mocy twierdzenia 1.7.25(iii) dla
dowolnych z,y € R" zachodzg nieréwnosci

VS~ 1) > ) F) + gelle ]

Zamieniajac rolami x i y we wzorze (1.29) otrzymamy réwniez

1
Vi) (v =) = fly) = f2) + Selly —=[”
Dodajac te nieréwnosci stronami otrzymamy teze. m

Uwaga 1.7.29 Mozna pokazac, ze zachodzg réwniez implikacje odwrotne do przedstawionych
we wniosku 1.7.28. Szczegdly mozna znalezé w podreczniku [HLI3).

Twierdzenie 1.7.30 Niech f : R" — R bedzie funkcjq dwukrotnie réiniczkowalna i niech
c> 0. Wowczas:

(i) f jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego x € R™ hesjan V?f(x) jest macierzq
nieujemnie okreslona.

(ii) f jest scisle wypukla jesli dla dowolnego x € R™ hesjan V> f(x) jest macierzq dodatnio
okreslona.

(iii) f jest mocno wypukla ze statq mocnej wypuktosci c wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych

z,s € R" zachodzi nierdwnose sV f(x)s > c||s||?.

Dowdéd. (i) Poniewaz f jest dwukrotnie rézniczkowalna, wiec dla dowolnych z, s € R™ i dla
t > 0 mamy
Vf(x+ts)— Vf(r) =tVif(x)s+o(t),
gdzie o(t) jest odwzorowaniem, ktérego wspélrzedne sa wielkoSciami typu o(t). Przypuéémy, ze
f jest funkcja wypukla. Wéwezas na mocy wniosku 1.7.28(i) mamy

0 < sT(Vf(x+ts)— V() =ts'V2f(x)s + s o(t).

Dzielac powyzsza nieréwnos¢ obustronnie przez t > 0 i przechodzac do granicy przy t | 0 otrzy-
mamy s’ V2f(x)s > 0. Zatem hesjan V2f(r) jest macierza nieujemnie okreélong. Przypuéémy
teraz, ze dla dowolnego z € R™ hesjan V2 f(z) jest macierza nieujemnie okreélong. Niech y € R"
bedzie dowolny i niech d = y — x. Rozwijajac funkcje f we wzér Taylora w otoczeniu punktu x,
z reszta Lagrange’a otrzymujemy

flx+d) = f(z)+d"Vf(x)+ %dTVQf(:c + Ad)d

dla pewnego A € (0,1). Na mocy zalozenia, d”V?f(x 4+ Ad)d > 0 i w konsekwencji
fy) = fz) + (y — 2)"V f(2).

Nieréwno$¢ ta zgodnie z twierdzeniem 1.7.25(i) oznacza, ze funkcja f jest wypukla.
Czegéci (ii) oraz (iii) dowodzi si¢ podobnie. =
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Uwaga 1.7.31 Implikacja odwrotna do (ii) w powyzszym twierdzeniu nie jest prawdziwa. Aby

to zauwazy¢ wystarczy rozpatrzy¢ funkcje f: R — R, f(x) = z*.

Cwiczenie 1.7.32 Pokazat wypuklosé wzglednie wklestosé nastepujacych funkeji f: X — R:
(a) funkcja potegowa, f(z) = |z|, gdzie @ > 1, X =R,
(b) funkcja wykladnicza f: R — R, f(z) = a*, gdzie a > 0, X =R,
(c) funkcja logarytmiczna, f(x) =Ilnz, X =R, |,
(d) entropia, f(z) => " x;lnz;, X =R1,,

(e) érednia geometryczna, f(z) = (21 ... - zp)w, X = R% .,

Wskazéwka: wyznaczy¢ hesjan funkcji — f i pokazaé jego nieujemng okreslonoé¢ (s' V2 f(x)s >
0 dla dowolnego s = (o1, ..., 0,,)) korzystajac z nieréwnosci

n o 2 n . 2
J J
-t <n s
(22) <ox (%)
]:1 J ,7:1 J

bedacej szczegélnym przypadkiem nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza dla standardowego
iloczynu skalarnego i indukowanej przez niego normy euklidesowe;j.

(f) f(z) =max{|z;|:j=1,..,n}, X =R" (norma w przestrzeni [*°)

(g) norma w przestrzeni 7, f(z) = (3_]_, m’p) p>1, X =R"
Wskazéwka: skorzysta¢ z nieréwnosci Minkowskiego.

Cwiczenie 1.7.33 Pokazaé wklestosé ponizszych funkcji f : R}, — R wystepujacych w
ekonomii:

(a) funkcja uzytecznosci postaci f(z) = min{a—j :j=1,..,n}, gdzie a; > 0,

(b) funkcja produkcji Cobba—Douglasa f(x) = e ahe ) edzie B;>0,>70 6, <1,

Wskazéwka: wyznaczy¢ hesjan funkcji — f i pokazaé jego nieujemna okreslonoéé (s" V2 f(z)s >
0 dla dowolnego s = (071, ...,0,) ") korzystajac z nieréwnosci

(&) =5 (=) (%)

bedacej szczegbélnym przypadkiem nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza dla standardowego
iloczynu skalarnego i indukowanej przez niego normy euklidesowe;j.

(Funkcja podana w ¢éwiczeniu 1.7.32(e) jest szczegdlnym przypadkiem funkcji Cobba—
Douglasa.)

(c) funkcja CES (ang. constant elasticity of substitution) f(x) = (3__, oz]f?)%, a; > 0, gdzie
Zj:l a; =1, p € (—oo, 1)\{0}.
Wskazéwka: wyznaczy¢ gradient funkcji — f i pokaza¢ jego monotonicznos¢. Czy funkcja
CES jest réwniez wklesta bez zalozenia Z a5 =17
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1.8 Iteracje punktu stalego

Niektore metody w optymalizacji maja posta¢ tzw. iteracji punktu stalego. W tym ustepie
przedstawimy warunki zbieznosci dla takich iteracji.

Definicja 1.8.1 Niech X CR"i T : X — X. Punkt x € X spehiajacy réwnanie T'(z) = x
nazywamy punktem statym (ang. fized point) operatora T'. Zbiér FixT = {x € X : T'(x) = x}
nazywamy zbiorem punktow stalych (ang. fixed point set) operatora T

Definicja 1.8.2 Niech X C R", Y C R™ i niech ¢ € (0,1). Operator T : X — Y nazywa sie
c-kontrakcjg (lub po prostu kontrakeja, ang. contraction), jesli dla dowolnych z,y € X

IT(x) = Tl < cllz =yl (1.33)

Operator T nazywa sie c-kontrakcja wzgledem punktu z* € X, je§li dla dowolnego x € X
zachodzi
IT(z) — "] < ellz — =7 (1.34)

Zauwazmy, ze jeSli T jest c-kontrakcja wzgledem punktu x* € X, to x* jest punktem stalym
odwzorowania T', nawet je§li w (1.34) wziaé ¢ € R,.

Przyklad 1.8.3 Niech f : R" — R bedzie funkcja rézniczkowalna, za$ A(x) macierza nieosobliwa
typu n x n dla dowolnego x € R"™. Nietrudno zauwazy¢, ze zbiorem punktéw statych operatora
T : R" — R" okre§lonego wzorem T'(z) := z — A(x)V f(z) jest zbiér punktéw stacjonarnych
funkcji f. WlasnoSé ta jest o tyle wazna, ze wiele metod minimalizacji rézniczkowalnej (na
przyklad metoda Newtona) ma posta¢ iteracji 2*t1 = 2% — A(2%)Vf(z1), gdzie A(z*) jest
macierzg nieosobliwg.

Niech T' : X — X, gdzie X C R", bedzie operatorem posiadajacym punkt staly z* € X.
Iteracja punktu statego operatora T' ma postac

Trt1 = T(xk)a

k > 0, gdzie xg € X. Zauwazmy, ze jesli z; jest punktem stalym operatora T, to z;.; jest tym
samym punktem stalym tego operatora. Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.8.4 Niech X C R" bedzie podzbiorem domknietym oraz T : X — X bedzie
c-kontrakcjq wzgledem punktu x* € X. Wowczas dla dowolnego o € X ciag xy okreslony przez
iteracje xp1 = T(xy) jest zbiezny geometrycznie do x*, a doktadniej

low — %] < Flwg — ||

Aby moéc sprawdzié, czy speliona jest nieréwno$¢ (1.34), zazwyczaj musimy znaé punkt
staly x*. Natomiast podobna wlasnos¢ przystuguje c-kontrakcji nawet jesli nie znamy jej punktu
statego, co jest sformutowane w stynnym twierdzeniu Banacha o punkcie stalym. Ponizej poda-
jemy jego szczegdlny przypadek dla przestrzeni R".

Twierdzenie 1.8.5 (Banach, 1922) Niech X C R" bedzie podzbiorem domknictym oraz T :
X — X bedzie kontrakcja. Wowczas operator T posiada doktadnie jeden punkt staty x* € X oraz
dla dowolnego xo € X ciqg ), okreSlony przez iteracje xyy1 = T(xy) jest zbiezny geometrycznie

do z*, a doktadniej
k

« C
lzw = 2] < 37— llwo = T(z0)|l-

—C
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Twierdzenie Banacha jest dla nas wazne o tyle, ze metody minimalizacji funkcji f : R" — R
podawane sa czesto w postaci iteracji xpr1 = T'(xg), gdzie punkt startowy zo € R", za§ T :
R™ — R" jest kontrakcja, dla ktérej zbiér punktéw stalych pokrywa sie ze zbiorem punkéw
stacjonarnych funkcji f. Ponizsze twierdzenie, bedace wnioskiem twierdzenia Banacha podaje
warunki wystarczajace zbieznosci ciggu iteracji generowanych przez operator rézniczowalny do
punktu statego tego operatora.

Twierdzenie 1.8.6 Niech X C R" bedzie podzbiorem domknietym i wypuktym, zasT : X — R"
bedzie operatorem réiniczkowalnym w sensie Gateaux. Jesli istnieje stata ¢ € (0,1) taka, ze
|\VT(x)|| < ¢ dla dowolnego x € X, to operator T jest c-kontrakcjq. W konsekwencji, jesli
T(X) C X, to T posiada doktadnie jeden punkt staty =™ € D oraz dla dowolnego punktu xo € X
ciqg xy, okreSlony przez iteracje x4 = T(xy) jest zbiezny geometrycznie do x*.

Dowéd. Niech t € [0,1] i z,y € X. Woéwczas z := (1 — t)z + ty € X, poniewaz X jest
zbiorem wypuktym. Dla u € R, |ju|| = 1, zdefiniujmy

p(t) = (T(z),u) = (T((1 = t)a + ty), u).

Oczywicie funkcja ¢ jest ciagla na odcinku [0, 1] jako zlozenie funkcji ciaglych. Pokazemy, ze ¢
jest rézniczkowalna na (0,1). Dla ¢ € (0,1) i h takiego, ze t + h € [0, 1] mamy

Pt 1) = plt) _ . (T(z+ by = @) = T(2),u)

At = 1’%1 h 10 h
_ <lim T(z+ h(y —z)) — T(z)’u>
hl0 h

= (T'(z,y = 2),u) = VT(2)" (y — x))"u.

Ostatnia z powyzszych réwnosci wynika z zastosowania rézniczkowalnoSci sensie Gateaux do
wspotrzednych operatora T'. Mamy wiec

¢'(t) = (VT ()" (y — @), u). (1.35)
Na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartoSci éredniej, istnieje t* € (0,1) takie, ze
)=o) _

w konsekwencji,

(1) = ¢(0)] < sup [¢()].
t€[0,1]

Lacznie z réwnoscig (1.35), z nieréwnoscig Cauchy’ego-Schwarza i z definicja normy operatora,
nieré6wnos$¢ powyzsza oznacza, ze

1T(y) = T(@)[| = [e(1) —¢(0)] StSI[épl]|<VT(2)T(y—x),U>|
S )
< sup VT |ly =zl full = sup [[VT()[| -y — 2| < clly — =
te[0,1] t€[0,1]

Zatem T jest kontrakcja. Dalsza czeSc twierdzenia wynika z twierdzenia Banacha o punkcie
stalym. m
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