Prof. Andrzej Cegielski, WMIE UZ semestr letni 2024 /2025

Optymalizacja — lista 1 — modele matematyczne

1.

(Optymalny koszyk towaréw) Konsument dysponuje gotéwka w wysoko$ci 100 zt i moze
za nig naby¢ dwa towary P; (chleb) i P, (mleko), na ktére obowiazuja ceny, odpowiednio,
1,50 zt/kg i 2 z1/1. Konsumentowi przypisana jest funkcja uzytecznosci u : R2 — R, przy
czym u(x,y) = xy oznacza stopien jego zadowolenia wynikajacy z nabycia x kg chleba
i y | mleka. Celem konsumenta jest zakup (w ramach jego mozliwosci finansowych)
takich ilosci chleba i mleka, dla ktérych uzytecznosc jest najwieksza. Przedstawi¢ opisane
zadanie jako problem programowania matematycznego i rozwiazat go graficznie. Jak
zmieni sie rozwiazanie, gdy funkcja uzytecznosci przybierze postaé u(x,y) = min{z, y}.

. Plaszczyzna © + y + 2 = 24 przecina paraboloide z = 22 + y? wzdluz elipsy. Przed-

stawi¢ zadanie wyznaczenia najwyzszego i najnizszego punktu na tej elipsie jako zadanie
minimalizacji z ograniczeniami.

Pudto w ksztalcie prostopadioscianu bez wieka jest wykonane z blachy o powierzchni 6
m?. Przedstawi¢ zadanie wyznaczenia wymiaréw pudla, przy ktérych jego objeto$é jest
najwiecksza jako zadanie minimalizacji z ograniczeniami.

. Inwestor ma zamiar utworzy¢ portfel ztozony z dwéch akcji A; i A, majacych odpowied-

nio $érednie stopy zwrotu R; = 0,1 i Ry, = 0,2 oraz ryzyko s; = 0,11 s = 0,3.
Korelacja miedzy tymi akcjami wynosi p;, = —0,5. Funkcja uzytecznoSci inwestora
ma postat u(s,R) = —s + 2R. Inwestor powinien utworzy¢ portfel maksymalizujacy
funkcje uzytecznosci. Sformulowaé powyzszy problem w postaci zadania minimalizacji
z ograniczeniami. Wykona¢ odpowiedni rysunek przedstawiajacy zbiér rozwigzan do-
puszczalnych i poziomice funkcji celu oraz wyznaczy¢ geometrycznie rozwigzanie opty-
malne. Wskazéwka. Niech X; i Xy beda zmiennymi losowymi wyrazajacymi zwroty
akcji Ay 1Ay, Wowezas R; = EX;, s, = \/Var(X;),i = 1,2, oraz pyy = cov(X1, Xa)/(s152).
Jesli okreslimy wagi wy i wy stanowiacy udzialy poszczegdlnych akeji zakupionych przez in-
westora, to zwrot powstalego w ten sposéb portfela jest zmienng losowa X = w; X;+wq Xs.
Wyznaczy¢ zwrot tego portfela R = EX iryzyko s = /Var(X).

Przedstawi¢ zadanie wyznaczenia rzutu ortogonalnego punktu z € R"™ na hiperptaszczyzne
H = {z € R": Tz = 3} jako zadanie minimalizacji rézniczkowalnej z ograniczeniami.

Przedstawi¢ zadanie znalezienia punktu y nalezacego do niepustego zbioru C' C R", ktéry
lezy najblizej zadanego punktu z € R"”. Czy zadanie to ma zawsze rozwiagzanie? Czy
rozwiazanie to (jesli istnieje) jest zawsze jednoznacznie okre$lone? Co powinni$my zatozyé
o C, aby odpowiedz na oba pytania byla pozytywna?

Danych jest skoriczenie wiele potprzestrzeni C; = {z € R" : alx < 3,}, 1 = 1,2,....m.

Niech C':= ", C; # 0.

(a) Przedstawi¢ zadanie znalezienia punktu ze zbioru C' jako zadanie minimalizacji
rézniczkowalnej bez ograniczen.

(b) Czy mozna to zadanie sformutowaé réwniez w przypadku, gdy C' = ()7



(c) Nalezy wyznaczy¢ punkt x € C' o minimalnej normie. Sprowadzi¢ to zadanie do

zadania minimalizacji rézniczkowalnej z ograniczeniami.

8. Na krzywej o réwnaniu z — 4> — 1 = 0 nalezy znalez¢ punkt lezacy najblizej proste;
o réwnaniu —z + 2y — 2 = 0. Przedstawi¢ to zadanie jako problem minimalizacji z
ograniczeniami i rozwigzac je graficznie.

9. Dane sg funkcje rézniczkowalne f; : R* — R, i € [ = {1,...,,m} oraz g; : R" — R,
jeJ={1,2,..p}.

(a)

Sformutowaé¢ zadanie minimalizacji nierézniczkowalnej bez ograniczen

minimalizowaé f(x) = max;es fi(x)
wzgledem r e R"

w postaci zadania minimalizacji rézniczkowalnej z ograniczeniami. Wskazéwka:
wprowadzi¢ zmienna pomocnicza u i zauwazy¢, ze f(z) < u wtedy i tylko wtedy,
gdy fi(x) <udlaiel.

* Sprowadzi¢ zadanie

minimalizowaé f(z) =Y .-, | fi(z)]
wzgledem reR"

do zadania opisanego w (a) i do zadania minimalizacji rézniczkowalnej z ograniczeni-
ami. Wskazéwka: zauwazy¢, ze |y| = max{y, —y}.

* Sprowadzi¢ zadanie
minimalizowa¢  f(z) = max;e; fi(2)
wzgledem reR"

przy ograniczeniu T lgi(@) <1

do zadania minimalizacji rézniczkowalnej z ograniczeniami.
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Optymalizacja — lista 2 — algebra liniowa i rézniczkowanie w R"

1. Wyznaczy¢ rzad macierzy

2 3 —4 1
4 2 -1 2
A=1461 9
12 6 -3 2

2. Zmalez¢ wszystkie wartoSci wlasne i norme spektralng macierzy
1
0 3
A= 1

N

= O =
[

_1
2

i macierzy AL,

1

3. Sprowadzi¢ funkcje kwadratowa f : R"— R, f(z) = §$TA33 do postaci symetrycznej, tzn.

f(z) = 327Gz, gdzie G jest macierzg symetryczna.

4. Zbadac okreslonos¢ macierzy

A:

— N Ot
W = N

1
3
6

5. Poda¢ warunki réwnowazne dodatniej okreslonosci macierzy symetrycznej. Korzystajac z
nich poda¢ warunki réwnowazne ujemnej okreslonosci macierzy symetrycznej. Wskazéwka:
skorzysta¢ z faktu, ze A jest ujemnie okre$lona wtedy i tylko wtedy, gdy —A jest dodatnio
okreslona.

6. * Udowodnié¢ nastepujacy fakt: Jesli macierz symetryczna A typu m X m jest dodatnio
okreslona, to istniejq state my, ms > 0 takie, ze mq||d||* < d¥Ad < my||d||* dla dowolnego
wektora d € R™. Za stale my, mo mozna przyjac najmniejsza i najwicksza wartos¢ wlasng
macierzy A.

7. * Udowodnié¢ fakt: Jesli G jest macierzaq dodatnio okreslong, to zachodzi réwnosé cond G =

Arnax(CTV)
)\min (G) '

8. Poréwna¢ tzw. wzory tancuchowe na pochodne czastkowe funkcji zlozonej wielu zmien-
nych ze wzorem na gradient funkcji ztozonej w postaci macierzowej podanym na wyktadzie.

9. Korzystajac ze wzoréw tancuchowych obliczy¢:

(a) pochodne czastkowe funkcji h = f o g, gdzie funkcje f : R® - R i g: R3> — R3 dane
sa wzorami f(x,y, z) = In\/a? 4+ y2 + 22, g(r, p, 1) = (rcos@sin, rsin psiny, z =
rcost),

(b) pochodng funkcji ¢ : R — R okre$lonej wzorem ¢(t) = f(T + ts), gdzie f : R" — R
jest funkcja rézniczkowalna, z € R" i s € R™.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

* Korzystajac z twierdzenia o rézniczkowaniu funkcji ztozonej pokazaé fakt: Jesli u,v :
R" — R™ sq rozniczkowalne w punkcie v € R", to funkcja u'v : R® — R jest
rozniczkowalna w punkcie x 1 zachodzi wzor:

V(u'v) = (Vu) - v+ (Vo) - u.

u(x

Wskazéwka: zdefiniowa¢ funkcje wewnetrzng h : R® — R?*™ h(z) = [ oz

; } i funkcje
zewnetrzng f: R*™ — R, f(y) = Y1¥mi1 + --YmY2m-

Niech f bedzie funkcja okreslong na przestrzeni R". Pokazaé, ze:

(a) jesli f(x) = a’x, gdzie a € R", to Vf(z) =a i V?f(z) =0,

(b) jesli f(z) = Az, gdzie A jest macierza typu m x n, to Vf(z) = AT, czyli A jest
macierzg Jacobiego funkcji f,

(c) jesli p(x) = sTV f(x), gdzie s € R™ i f jest funkcja dwukrotnie rézniczkowalna, to
Vp(x) = V2 f(2)s,

(d) jesli f(z) = 2T Ax, gdzie A jest macierza typu n x n, to Vf(z) = (A+ Az i
Vif(z) = AT + A,

(e) jeSli f(z) = 32T Az +b"x + ¢, gdzie A jest macierzg symetryczng, b € R" i c € R
(czyli f jest funkcjg kwadratows), to Vf(x) = Az +bi V> f(z) = A.

Niech f : R" — R bedzie rézniczkowalna w punkcie © € R" oraz V f(z) # 0. Pokazag,
ze pochodna kierunkowa f'(x, s) osiaga swoje maksimum na B(0,1) dla s = g/||¢g||, gdzie
g =V f(x) (jest to tzw. kierunek najszybszego wzrostu). Dla jakiego s € B(0,1) pochodna
ta osiaga minimum (tzw. kierunek najszybszego spadku)? Wyznaczy¢ kierunki wzrostu i
kierunki spadku funkcji f.

Niech f : R? — R bedzie dana réwnoscia f(z,y) = 92 + 16y? i niech (z,7) = (1,1).
Wyznaczy¢ zbiér T kierunkéw stycznych zbioru C' := {(z,y) € R? : 922 + 16y? = 25} w
punkcie (z,7) = (1,1).

Niech r : R? — R bedzie dana wzorem r(z,y) = 22 + y? — 25 i niech § = 3. Dla jakich Z
istnieje dokladnie jedna funkcja h : R — R taka, ze r(h(y),y) = 0 w pewnym otoczeniu
y? Podat wzor funkcji h.

* Niech r : R?* — R? bedzie dana wzorem 7(x,y, 2) = (22 +y? + 22 — 26, v + 2y + 3z — 14)
i niech (7,7,2) = (3,4,1). Czy istnieje dokladnie jedna funkcja h : R — R? taka, ze
r(h1(2), ha(2), z) = 0 w pewnym otoczeniu z7 Poda¢ wzér funkcji h.

* Niech f : R" — R bedzie funkcjg rézniczkowalng i niech T € R"™ bedzie punktem
takim, ze V f(z) # 0. Pokaza¢, ze

Tiaernif(o)=f@}(T) = {s € R : sV f(z) = 0},

czyli zbiorem kierunkéw stycznych do poziomicy funkcji f w punkcie Z jest hiperptaszczyzna
styczna do wykresu funkcji f w tym punkcie (méwimy réwniez, ze gradient V f(Z) jest or-
togonalny do poziomicy {z € R" : f(x) = f(Z)} w punkcie 7). Wskazéwka: skorzystaé¢
z definicji kierunku stycznego i z definicji rézniczkowalnosci funkcji f w punkcie z.

4



17.

18.

19.

Znalez¢ zbiér kierunkéw spadkowych D(z,y) funkcji f : R? — R danej wzorem f(z,y) =
xy w punkcie (z,7) = (2,1).

* Pokazag, ze jeSli dla funkcji rézniczkowalnej f : R" — R zachodzi nieréwno$¢ sV f(z) <
0, to s jest kierunkiem spadku funkcji f w punkcie . Wskazéwka: skorzystac z definicji
rézniczkowalnoSci.

Niech f : R™ — R bedzie funkcja rézniczkowalna w punkcie z i niech V f(Z) # 0. Pokazag,
ze jeSli H jest macierza dodatnio okreSlona, to wektor s = —HV f(Z) jest kierunkiem
spadku funkcji f w punkcie Z.
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Optymalizacja — lista 3 — zbiory wypukle
1. Pokaza¢, ze nastepujace podzbiory przestrzeni R" sa wypukle:
(a) hiperplaszczyzna
H(a,a) :={z € R": (a,z) = a},

gdzie a € R", a € R i {-,-) oznacza dowolny iloczyn skalarny w R, np (z,y) = 2Ty
(standardowy iloczyn skalrny),

(b) polprzestrzen
H (a,a) ={z € R": (a,z) < a},
gdzie a € R", a € R,
(c) przekréj dowolnej rodziny (skoniczonej lub nieskonczonej) zbioréw wypuktych,
(d)
(e)
)

(f) sympleks standardowy

podprzestrzen afiniczna,

zbiér wieloScienny — przekréj skoniczonej liczby poétprzestrzeni,

m

A, ={yeR":y; >0,i= 1,2,...,m,2yi =1},
i=1

(g) kula
B(z,p) :={z e R" : |z — z[| < p},
gdzie z € R",p> 01 || - || jest dowolng norma w R",

(h) elipsoida (ang. ellipsoid) J(D,Z,p) = {z € R": (v — 2)"D(x — z) < p}, gdzie D
jest macierza dodatnio okreSlong, , z € R", p > 0,

(i) stozek wypukly (ang. convex cone), czyli podzbiér C' C R™ speliajacy warunki: (i)
reCia>0=areC,(ii)r,yeC = x+yeC,

(j) stozek sprzezony do zbioru K C R"
K*:={z e R": (y,z) <0 dla dowolnego y € K};
(k) stozek normalny do zbioru wypuklego C' w punkcie x € C,
Neo(z) ={y € R": (y,z — z) <0 dla dowolnego z € C'},

(1) produkt kartezjanski zbioréw wypuktych,

(m) * obraz zbioru wypuklego C' C R" dla operatora liniowego A : R" — R™, A(C) C
R™, w szczegolnosci Py (C') — rzut prostokatny zbioru wypuklego C' na podprzestrzen
liniowg V' C R"™; czy A(C) jest domkniety, jesli C' jest domkniety?

(n) * przeciwobraz zbioru wypuklego 9 C R™ dla operatora liniowego A : R" — R™
ATH(Q) S RY,



(o) podpoziomica funkcji wypuklej f: R" — R,
S(f,a) :={z eR": f(z) < a},
gdzie a € R,
(p) epigraf funkcji wypuktej f: R — R,
epif ={(z,r) e R" xR :r > f(z)},
(q) zbiér minimizeréw funkcji wypuktej f: X — R,

Argmin f(x) :={z € X : f(2) < f(2) dla dowolnego = € X}.

reX

. Pokaza¢, ze podzbiér C' C R" jest wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy do C nalezy dowolna
kombinacja wypukta jego elementéw.

. * Otoczka wypukly zbioru S C R" nazywamy najmniejszy zbiér wypukly zawierajacy S
i oznaczamay ja symbolem conv S. Pokazac, ze

conv S = {xER”:x:Z/\ixi, gdzie m € N,x; € S, \; > 0,0 = 1,2,...,m,2)\i: 1}.

=1 =1

. * Pokaza¢, ze je§li zbiér C' C R™ jest wypukly, to zaréwno jego wnetrze int C', jak i jego
domkniecie cl C' sa wypukle.

. * Pokaza¢, ze jeSli zbiory A, B C R" sg wypukleia, § € R, to zbiér a A+ B jest wypukty.
. ¥ Wyznaczy¢ zbiory punktéw ekstremalnych dla nastepujacych zbioréw wypuktych.

(a) K =[a,b] CR, przy czym a < b,
(b) K =R} ={z e R": 2 > 0},
() K= A, CR",
(d) K ={z € R": Ax = b}, gdzie A jest macierza typu m x n, b € R™.

. * Pokaza¢ istnienie rzutu metrycznego na zbiér niepusty, domkniety i wypukty C' C R"
korzystajac z ciagglosci normy i z twierdzenia Weierstrassa.

. Korzystajac z charakteryzacji rzutu metrycznego sprawdzic, ze:

(a) Jedli C' jest hiperplaszczyzna, tzn. C' = H(a,3) := {z € R" : (a,z) = [}, gdzie
a € R", B € R, to zachodzi wzdér
Po(x) =z — \.2) -5 > .
ol
(b) Jedli C jest pélprzestrzenia, tzn. C = H_(a,f5) := {z € R" : (a,2) < [}, gdzie
a € R"ip € R, to zachodzi wzér

_ ((a,m) _6)4— .

2 a
lall ’

P0<I) =



(c) Jesli C' C R™ jest zbiorem rozwigzan ukladu réwnan liniowych, tzn. C' = {y € R™ :
Ay = b}, gdzie A jest macierza typu m X n pelmego rzedu wierszowego i b € R™, to
zachodzi wzér

Po(z) =2 — AT(AAT) "1 (Az — b);
(d) Jesli C C R™ jest kula, tzn. C' = B(z,r) :={z € R": ||z — Z|| < r}, gdzie || - || jest

normy euklidesows, £ € R™ i r > 0, to zachodzi wzér

[ gdy ||z —z|| <r
(W= i+ @ —7) ady -z >

Czy wzér ten jest stuszny dla norm innych niz euklidesowa? Poda¢ odpowiednie
przyktady.

9. * Niech S C R". Pokaza¢, ze
cone conv S = cone S.

Czy cone S jest domkniety, jeSli S jest domkniety. Czy jest on domkniety, jesli S jest
zwarty?
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Optymalizacja — lista 4 — funkcje wypukle

1.

10.

11.

Niech f; : R" — R,i = 1,...,m, beda funkcjami wypuklymi i o; > 0 dlai = 1,...,m.
Pokaza¢, ze funkcja f = > ", «;f; jest wypukia. Je§li ponadto przynajmniej jedna z
funkcji f;, © = 1,...,m, jest Scisle wypukla wzglednie mocno wypukia, to funkcja f jest
réwniez SciSle wypukla wzglednie mocno wypukia.

. Niech f; : R* — R, i € I beda funkcjami wypuktymi (mocno wypuktymi ze staly mocnej

wypukloéci ¢ > 0). Pokazac, ze funkcja f = sup;c; f; jest wypukla (mocno wypukla ze
stala mocnej wypuklosci ¢ > 0). Czy z faktu, ze funkcje f; sa $cisle wypukle wynika, ze
funkcja f jest scidle wypukia? OdpowiedZ uzasadnic.

Niech f : R®* — R bedzie funkcja wypukly za§ A : R™ — R" odwzorowaniem
afinicznym. Pokazaé, ze funkcja h: R™ — R, h = f o A jest wypukla.

Czy funkcja f(x,y) = (2x — 3y)'° jest wypukta? Odpowiedz uzasadnic.

Niech f : R"™ — D bedzie funkcja wypukta, gdzie D C R jest zbiorem wypuklym, za$
g : D — R funkcjg wypukla niemalejaca. Pokazac, ze funkcja h : R* — R, h = go f
jest wypukta. Jesli ponadto ¢ jest funkcja rosnaca i f jest funkcjg SciSle wypukta, to
funkcja h jest SciSle wypukta.

Niech f : R® — R, := [0,+00) bedzie funkcja (Sci$le) wypukla. Pokazaé, ze f? jest
funkcja (Scile) wypukla.

Czy funkcja f : R® — R zdefiniowana wzorem f(z,y, z) = (622 +1y*+22)%/2 jest wypukta?
OdpowiedZ uzasadnié.

* Niech f,g : R — R, beda funkcjami dwukrotnie rézniczkowalnymi i wypuklymi.
Pokazac, ze jesli obie funkcje maja identyczne przedziaty, w ktérych sa niemalejace wzgled-
nie nierosnace, to h := fg jest funkcja wypukla. Pokaza¢, ze wlasnos$t ta jest réwniez
prawdziwa bez zakladania rézniczkowalnosci.

Pokaza¢, ze dowolna norma || - || w R™ jest funkcja wypukla.

Niech f : R™ — R bedzie funkcja wypukty ($cisle wypukla), za$ || - || norma euklidesows
w R"™. Ktére z ponizszych funkcji sa wypukle (§cisle wypukle, mocno wypukte)?

(a) h(z) = |l=[],
(b) h(z) = |||,
(¢) h(x) = [lf(2)l,
(d) A(x) = If (@)l
() h(z) = (f(x))?

* Pokaza¢, ze odlegto$¢ od zbioru wypuklego C' C R”,
d = inf ||y —
(2,C) = inf [ly — 2|

jest funkcja wypukta. W konsekwencji, funkcja d?(-,C') jest wypukta.

9



12. * Pokaza¢, ze kwadrat normy euklidesowej jest funkcja mocno wypukly ze stalg mocnej
wypuklosci réwng 2. Wskazéwka: Pokazac, ze zachodzi réwnos¢

11 =Nz + Ayll* = (1 = Vllz[I* + Ally[l* = AL = Mz -yl

13. Poda¢ przyktad funkeji wypuklej f: [—1,1] — R, ktéra nie jest ciagla.

14. Korzystajac z wlasnoéci funkcji wypuktej rézniczkowalnej pokazaé wypukloéé (Scista, mocna)
wzglednie wklesto$é (Scista, mocna) nastepujacych funkeji f: X — R
a) funkcja potegowa, f(z) = |z|“, gdziea > 1, X =R
(a) ja potegowa, , 8 , :
b) funkcja wykladnicza f : R—R, f(z) =a*, gdziea >0, X =R
( ja wy , , 8 , :
(c) funkcja logarytmiczna, f(z) =Ilnz, X =R,
(d) entropia, f(z) = z;lnz;, X =R},
(e) funkcja f(x) = %xTAa:, gdzie X = R", A jest macierza symetryczng nieujemnie
(dodatnio) okreslona,
(f) funkcja f(x) = %”ALL’ — b||?, gdzie X = R", A jest macierza typu m x n pehmego
rzedu wierszowego (kolumnowego) i b € R™,

(g) * érednia geometryczna, f(x) = (/Z122...0,), X = R’ . Wskazéwka: Wyznaczy¢
hesjan funkcji f i pokaza¢ jego nieujemna okreslonoé¢ (s” V2 f(z)s > 0 dla dowolnego
s = (0q,...,0,)7) korzystajac z nieréwnosci

n o 2 n o 2
J J
s <n -
(22) <2 ()
j=1 J 7j=1 J

wynikajacej z nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza dla normy euklidesowe;j.
(h) f(z,y) = ("1 + a)?, gdzie o > —1, X = R?. Wskazéwka: Skorzystaé¢ z zadania

d.
(i) f(z) = || —In(1+|z|). Wskazéwka: Pokazac ze f jest dwukrotnie rézniczkowalna
i f"(z) >0

15. Pokazac¢ wklesto$¢ ponizszych funkcji f : R}, — R wystepujgcych w ekonomii:
(a) funkcja uzytecznodci postaci f(x) = min{z—j 1j=1,...,n}, gdzie a; > 0,
(b
(c
1

(d) * funkcja CES (ang. constant elasticity of substitution) f(x) = (Z;L L agah) e, ag >
0, gdzie > 7, a; =1, p € (—o0,1)\{0}.

* funkcja produkcji Cobba-—Douglasa f(z) = 20252 ..xh" , gdzie B;>0,37018; <1,
* funkcja uzytecznosci postaci f(z) = (ﬂfll’g...l'n)%,

)
)
)
)

Wskazéwka: W punkcie b) wyznaczy¢ hesjan funkcji —f i pokazaé jego nieujemng
okreslonoéé (s”V?f(z)s > 0 dla dowolnego s = (04, ..., 0,)T) korzystajac z nieréwnoéci

(&) =5(=7) (%)

10



wynikajacej z nier6wnoSci Cauchy’ego—Schwarza dla normy euklidesowej. W punkcie d)
wyznaczy¢ gradient funkcji —f i pokaza¢ jego monotoniczno$tc. Czy funkcja CES jest
réwniez wklesta bez zalozenia ) 7 a; =17

11



Prof. Andrzej Cegielski, WMIE UZ semestr letni 2024 /2025

Optymalizacja — lista 5 — minimalizacja bez ograniczen

1. Badajac gradient wyznaczy¢ punkty stacjonarne ponizszych funkcji. W punktach tych
wyznaczy¢ hesjan. Czy i jak jest on okreslony. W ktérych z nich funkcja osiaga minimum,
a w ktérych maksimum.

(a) f(z,y) =100(y — 2%)? + (1 — z)?

(b) fla,y) = 3(x —5)*+ (y — 6)°

(c) flz,y) = (z —2)* + (z — 2y)?

(d) f(z,y) = 2 — 2zy + 4y* + 6z,

(e) flz,y) =2 —y*— 9,

(f) flz,y) = (v —y)?

(&) f(z.y) = (z+y)y,

(h) f(x,y,2) = —2® — 6y — 232 — day + 622 + 20yz,
(i) f(z,y,2) = 2® +y* + 22 + 22 + 4y — 6z,

G) f(z,y) = 2>+ 2y + 32y — 52 + y.

o

Wyznaczy¢ punkty stacjonarne funkcji f : R? — R, f(z,y) = 223 — 322 — 6ay(z —y — 1).
Ktory z nich jest lokalnym minimum, ktéry lokalnym maksimum, a ktéry ani zadnym z
nich.

3. Pokaza¢, ze funkcja f : R? — R, f(z,y) = (y — 2?)* + 2° posiada wylacznie punkty
stacjonarne, ktore nie sa ani minimami ani maksimami lokalnymi.

=~

Znalez¢ punkt stacjonarny funkcji f : R? — R, f(x,y) = 22% + y* — 2zy + 22° + 2,
w ktérym funkcja osiaga minimum globalne. Wskazéwka: zauwazy¢, ze funkcja f jest
koercytywna.

ot

. Wyznaczy¢ gradient i hesjan funkcji Rosenbrooka f : R? — R,
fz,y) =100(y — 2*)* + (1 — 2)°,

Sprawdzi¢, ze w punkcie (z*,y*) = (1,1) funkcja osiagga minimum. Pokaza¢, ze hesjan
G(x,y) jest macierza osobliwg wtedy i tylko wtedy gdy y — 22 = 0.005. Pokaza¢, ze stad
wynika, ze hesjan G(x,y) jest macierza dodatnia okre§lona dla wszystkich punktéw z
takich, ze f(z,y) < 0.0025.

&

Niech f : R™ — R bedzie funkcja kwadratowa postaci f(z) = %a:TAm + bz + ¢, gdzie A
jest macierzg okreSlong dodatnio, b € R™, ¢ € R, i niech z € R".

(a) Pokaza¢, ze funkcja ta ma jednoznacznie okrelone minimum z* = z—(V2f(z)) 'V f(Z).

(b) Pokazaé, ze metoda Newtona zastosowana do funkcji f jest zbiezna w jednej iteracji
do punkt z*.

12



Prof. Andrzej Cegielski, WMIE UZ semestr letni 2024 /2025

Optymalizacja — lista 6 — minimalizacja z ograniczeniami
1. Wyznaczy¢ rozwigzanie zadania:

minimalizowaé f(z,y) =z +y
przy ograniczeniu x? —y = 0

graficznie i przez eliminacje y i zauwazy¢, ze otrzymalidémy to samo rozwigzanie.
2. Wyznaczy¢ rozwigzanie zadania:

minimalizowaé f(z,y) = —z —y
przy ograniczeniu z2 + y? = 1

graficznie i przez eliminacje x i zauwazy¢, ze otrzymalidémy to samo rozwigzanie. Przedysku-
towac co sie jednak zdarzy, gdy pierwiastek, ktory trzeba wyznaczy¢ zaopatrzy¢ w znak
ujemny.

3. Wyznaczy¢ rozwigzanie zadania:

minimalizowaé f(x,y) = 2% + 3>
przy ograniczeniu (z — 2)? + (y — 2)? =1

graficznie i przez eliminacje x i zauwazy¢, ze otrzymaliSmy to samo rozwigzanie.
4. Wyznaczy¢ rozwigzanie zadania:

minimalizowaé f(z,y) = 2% + 3>
przy ograniczeniu (x — 1)3 —3?> =0

graficznie i przez eliminacje y. Rozwigzac to samo zadanie przez eliminacje x. Wyciggnac
odpowiednie wnioski.

5. Rozwigza¢ powyzsze zadania korzystajac z warunkéw koniecznych i warunkéw wystar-
czajacych optymalnosci.

6. Korzystajac z warunkow koniecznych i warunkéw wystarczajacych optymalnosci rozwiazac
zadania:

(a)
minimalizowaé x? + 4y?
przy ograniczeniu r —y+ 2 < 0.
(b)
minimalizowaé 2v 4y
przy ograniczeniu % +y? — 1 < 0.

minimalizowaé —r—y
przy ograniczeniach 2% —y <0,
2 +9y?—-1<0.

13



minimalizowaé

przy ograniczeniach

minimalizowac
przy ograniczeniu

minimalizowac
przy ograniczeniach

[\
N

[SJ[SUNITE

|
INIA
S SN
INIA
Dl N

(z—6)°+ (y —8)
r+y="T.

ar® —vy

-2 —(y—1)+1<0,

(z4+1)2 432 —1<0.

dlaa:%idlaazl.

minimalizowaé 122 —y
przy ograniczeniach —z% — (y — 1)+ 1 <0,
-1 <z <1,
1
—3<y<L
(h)
minimalizowaé x7y?

przy ograniczeniach 2% +y% —2 < 0.

minimalizowaéc %:Uy + %x
przy ograniczeniach 22 + 2y* — 12 <0,
—T Y+ <0
()
minimalizowaé (z —2)2 4+ ¢?
przy ograniczeniach (1 —x)3 +y < 0,
-y < 0.
(k)
minimalizowaé (z —2)2 4+ ¢?
przy ograniczeniach —(1 — )3 +y =0,
(1-2)*+y=0.

Rozwiazat¢ te zadania réwniez graficznie i poréwnac¢ otrzymane wyniki.

7. Dany jest problem programowania matematycznego

minimalizowac flr,y) = (x —4)2+ (y — a)?
przy ograniczeniach: z? + (y —2)? <4

2 +y <4

3r—y >0

gdzie a € R.

14



(a) Rozwiazaé to zadanie graficznie dla a =0, dlaa =11idla a = 5.

(b) Napisa¢ dla tego problemu postaé funkcji Lagrange’a.

)

)
(c) Czy dla tego problemu spelione sa warunki regularnosci?
(d) Wyznaczy¢ punkt Kuhna-Tuckera dla kazdej z powyzszych wartosci a.
(e) Czy punkt ten jest rozwiazaniem optymalnym? OdpowiedZ uzasadni¢.
)

(f) Przedstawi¢ klasyfikacje rozwiazan w zaleznoéci od a € R.

8. Plaszczyzna = + y + z = 24 przecina paraboloide z = 2?2 + y? wzdhuz elipsy. Znalezé
najwyzszy i najnizszy punkt na tej elipsie.

9. Na krzywej o réwnaniu x —y*—1 = 0 wyznaczy¢ punkt lezacy najblizej prostej o réwnaniu
—z + 2y — 2 =0 (por. zadanie 8 z listy 1)

10. Dane sg dwie plaszczyzny w R3 o réwnaniach

r+2y+32 = 6,
r+y+z = 1.

Wyznaczy¢ punkt na prostej bedacej przecieciem tych plaszczyzn lezacy najblizej punktu
p=(1,1,1).

11. Dane jest nastepujace zadanie programowania liniowego

maksymalizowac 3x1 + 229
przy ograniczeniach To < 211+ 4
To <7 —m

921 + 625 < 54

r1—4<0

T1,T2 Z 0

a) Rozwiagza¢ graficznie zadanie (P);

b

(a)
(b)
(¢) Czy punkt (z,y) = (2,5,0,0,1/3,0,0,0) jest punktem Kuhna—Tuckera?
(d)
)

Poda¢ posta¢ warunkéw Kuhna—Tuckera dla tego zadania;

d

(e) Cy punkt tej jest rozwigzaniem zadania?

Czy w punkcie tym spemiony jest ktory$ z warunkéw regularnosci?

12. Dane jest nastepujgce zadanie: Walec w R3, ktérego podstawa lezy na plaszczyznie z = 0
i jest okregiem o réwnaniu x? + y?> = 1 zostal przeciety plaszczyzng przechodzacy przez
punkty (1,0,0), (0,—1,0) i (0,0,1). Nalezy znalezé najwyzszy i najnizszy punkt na
krzywej bedacej czeScig wspolng tych powierzchni.

(
(

a) Przedstawit to zadanie jako zadanie minimalizacji rézniczkowalnej z ograniczeniami;

)

b) Rozwiazaé graficznie to zadanie;

(c) Poda¢ postaé warunkéw Kuhna—Tuckera dla tego zadania.
)

(d) Rozwiazaé to zadanie korzystajac z warunkéw koniecznych i z warunkéw wystarcza-
jacych optymalnosci.

15



13. Sprawdzi¢, ze dla zadania

minimalizowaé¢ To
wzgledem r e R?
przy ograniczeniach —25 <0

l‘l—ZEQSO
—ZL‘l—l'QSO

w punkcie x = 0 speliony jest warunek regularnosci Mangasariana—Fromovitza (MFCQ),
natomiast nie jest speliony w tym punkcie warunek regularno$ci Fiacco-McCormicka

(LICQ).
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Prof. Andrzej Cegielski, WMIE UZ semestr letni 2024 /2025

Optymalizacja — lista 7 — minimalizacja z ograniczeniami -c.d.

1. Kazda z ponizszych funkcji posiada zaréwno minumum, jak i maksimum globalne przy
zadanych ograniczeniach. Wyznaczy¢ te maksima i minima.

(a) f(z,y) =y, clz,y) = 42® +y* = 8;

(b) f(x,y,2) = xy?z, c(z,y,2) = 22 +y? + 22 = 4;

(c) flz,y,2) =In(z? +1) +In(y* + 1) + In(22 + 1), c(z,y, 2) = 22 + ¢ + 2% = 4;
(d) flaz,y,2) =22+ 2+ 22, cla,y,2) =2t +yt + 24 =1

2. Pudio w ksztalcie prostopadloscianu bez wieka jest wykonane z blachy o powierzchni 6
m?. Wyznaczy¢ wymiary pudta, przy ktérych jego objetoé¢ jest najwieksza.

3. Znalez¢ punkt na sferze 22 4 y2 + 22 = 4, ktéry lezy: (a) najblizej, (b) najdalej od punktu
P(1,1,3).

4. * Wyznaczy¢ maksymalng wartoé¢ funkcji f(x1,x2,...,2,) = /Z122...2, na sympleksie
standardowym A,,. Wywnioskowa¢ stad, ze $rednia geometryczna n liczb nieujemnych
jest zawsze mniejsza lub rowna od ich $redniej arytmetycznej. Kiedy zachodzi réwnosc
tych érednich?

5. *Niech (x,y) := Y ., ;y; oznacza standardowy iloczyn skalarny wektoréw x = (x1, z2, ..., Zy,),
Yy = (Y1,Y2, ..., Yn) € R", za$ ||z|| := +/(z, z) oznacza norme wektora x. Wyznaczy¢ mini-
malng i maksymalng warto$¢ funkcji f : R*® — R zadanej réwnoscia f(z,y) = (z,y) przy
ograniczeniach [|z]|> = 1, ||y||> = 1. Korzystajac z otrzymanego wyniku pokaza¢, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych a;, b;, ¢ = 1,2, ..., n zachodza nieréwnoSci

—llall - 1ol < {a,b) < {lall - [|bl], (1)

gdzie a = (a1, az,...,a,), b = (b1,by, ..., b,), zwana nieréwnoéciag Cauchy’ego—Schwarza.
Kiedy zachodzi ré6wno$¢ w (1)7 Czy nier6wnoS¢ te da sie pokazaé prosciej? Wskazéwka:
Zdefiniowa¢ f(\) = ||z — \y||?, gdzie A € R i skorzysta¢ z whasno$ci iloczynu skalarnego.
Zauwazy¢ przy okazji, ze dowdd nieréwnoSci Cauchy’ego-Schwarza przy pomocy ostat-
niej metody jest stuszny dla dowolnego iloczynu skalarnego zdefiniowanego na dowolnej
przestrzeni liniowe;j.

6. * Niech = oznacza naklad kapitatu, za$ y — naklad pracy (obie wielkoSci wyrazone sa w
jednostkach pienieznych). Funkcja produkcji Cobba—Douglasa f : Ri — R wyrazajaca
wielko$¢ produkcji zdefiniowana jest réwnoscia f(x,y) = cx®y* ™%, gdzie ¢ > 0ia € (0, 1).

(a) Pokaza¢, ze maksymalna produkcja przy zadanym budzecie b producenta, czyli przy
ograniczeniu = + y = b, jest osiagnieta, gdy x = ab zas y = (1 — a)b;

(b) Zatozmy, ze wielko$¢ produkcji jest ustalona, tzn. cz®y'~® = d. Przy jakim naktadzie

kapitatlu x i nakladzie pracy y koszt produkcji b = x + y jest minimalny?
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Prof. Andrzej Cegielski, WMIE UZ semestr letni 2024 /2025

Optymalizacja — lista 8 — dualizm

1. Niech A bedzie macierza typu m xn, ¢ € R™, b € R™. Wyznaczy¢ postaci zadan dualnych
w sensie Wolfe’a do nastepujacych zadan programowania liniowego:

(a)

maksymalizowaé cl'z
wzgledem reR"
przy ograniczeniach Az < b,
>0
(b)
minimalizowaé by
wzgledem y € R™
przy ograniczeniach ATy > c,
y=0
()
maksymalizowaé cl'a
wzgledem r € R"”
przy ograniczeniach Az = b,
x>0
(d)
minimalizowaé bly
wzgledem y e R™

przy ograniczeniach ATy > c.

2. Niech A bedzie macierza typu m X n, G — macierza dodatnie okre§lona typu nxn, g € R",
b € R™. Wyznaczy¢ postaci zadania dualnego w sensie Wolfe’a do nastepujacego zadania
programowania kwadratowego

minimalizowac %xTGx + gtz

wzgledem xr eR”
przy ograniczeniach Az <b.
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Prof. Andrzej Cegielski, WMIE UZ semestr letni 2024 /2025

Optymalizacja — lista 9 — warunki rzedu 2. dla minimalizacji z ograniczeni-
ami

1. Dane jest zadanie minimalizacji kwadratowe;j
minimalizowaé f(z) =327 Gr + Tx

wzgledem r e R"
przy ograniczeniach Ax = b,

gdzie GG jest macierzg typu n x n, A jest macierza typu m x n pelnego rzedu wierszowego
i b e R™. Napisac¢ dla tego zadania warunki konieczne i warunki wystarczajace optymal-
nosci z wykorzystaniem hesjanu zredukowanego i hesjanu obrzezonego.

2. Rozwazmy zadanie

minimalizowaé f(x1,29) = 22 — (175 — 1)2
wzgledem r = (21, 22)
przy ograniczeniu 3+ =1.
(a) Rozwiaza¢ to zadanie graficznie.
(b) Rozwiazaé to zadanie wykorzystujac warunki wystarczajace rzedu drugiego dla zada-

nia z ograniczeniami réwnosciowymi.

3. Wyznaczy¢ punkty KT dla zadania

minimalizowa¢ f(z) = 1[(z1 — 1)? + 23]
wzgledem T = (71, 12) € R?
przy ograniczeniach  ¢(x) = —x; + 8¢5 = 0,

gdzie § > 0 jest parametrem. Zauwazy¢, ze dla dowolnego S > 0 punktowi z* = (0,0)
odpowiada mnoznik Lagrange’a.

(a) Dla jakich /3 speliony jest warunek konieczny rzedu drugiego w punkcie z*?
(b) Dla jakich § speliony jest warunek wystarczajacy rzedu drugiego w punkcie z*7

(c) Dla jakich § punkt x* jest rozwiazaniem zadania?

4. Rozwazmy zadanie

minimalizowaé f(z) = 2?2 + 22,

wzgledem r = (z1,72) € R?

przy ograniczeniach 4x; + 3xy > 25,
T < 4.

(a) Rozwigzat to zadanie graficznie.

(b) Rozwiazaé to zadanie wykorzystujac warunki wystarczajace rzedu drugiego dla zada-
nia z ograniczeniami nieréwnosciowymi.
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Rozwiazania zadan

Lista 3
zad 11 (c)
Funkcja f(z) = x’fl C 335, gdzie 3; > 0, Z;’Zl B; <1, jest wklesta.
Dowdéd. Mamy

of(x) _ , flx)
i Z;
a wiec
O f(x) o Bzﬁgf@)ﬁ dla i # j
dr;0r; | Bi(Bi—Df(x)E dai=j >
czyli ] _
B BBy B1Bn P
a:% T1T2 T1Tn z%
BaBi _g BoB,, 0 5_%
V@) = @) | | oA om0
* . M '2 . . . ﬁ.n

lub inaczej

Vif(x) = fz)(ov" — (diagu)?)
gdzie u = (\/B1/71,\/Ba/ T2, s \/ B/ Tn)T o1z v = (B1/71, B/T2, ..., Br/2s)T. Niech s =
(01,02, ..., 0)" € R, Oznaczmy u(s) = (diagu)s, v(s) = (diagv)s oraz w = (1/B1, /B2y s v/ Brm) " -

Zauwazmy, ze sTv = u(s)Tw oraz sT (diagu)?s = ||u(s)||>. Zatem, po skorzystaniu z nierownosci
Schwarza, otrzymamy

sTovl's — sT(diag u)?s)

(s"0)* = [lu(s)[*)
(u(s) w)* — [lu(s)]*)

sTV2f(x)s

T

T

8
I~

v

u(s)l* - Jlwl* = lu(s)[*)

fa)(
= f=)(
= f=)(

f@)([luls)ll

F@)u()*(lwl* = 1)

T

f(:v)(IIU(S)IV(Zﬁi —1) <0

Hesjan funkcji f jest wiec niedodatnio okreslony, a zatem funkcja f jest wklesta.

10 (f)
Funkcja Funkcja f : R? | — R, f(z) = (>, xﬁ)%, p > 1, jest wypukla.

o) — (s aP)e el i =1, .

ox; i

n 1.9 o1 p L,
2f@) _ { (1= p) (X )7 2l ! gdy j # i
Ox;0x; n -2/ 2p—2 n -2 . .

! (1 - p)(Zk:l xi)” mip - (Zk:l mi)mf ) gdyj=1

gp_z)/2,~ s (P—2)/2)'|' is =

Oznaczmy v = (af ", .., 20 DT, v = (277, ..., 20 )T, w = (s12 oy SpTn

(S1yeeey Sp)T
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Mamy

V(@) = (0= 1) 2h)r | (O 2 diag(al b 7?) — UUT]

Zatem, na mocy nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza

sTV?f(x)s

(- 1><k‘;‘1xz>i—2
(- 1><§;x§z>%2
(- 1><k2:xz>%—2
(- ”(é )

(p— 1) ap)r?
0 =1

[ n
(Z zh)sT diag(:cﬁ"*Q, P s — STuuTS]
L k=1

(5 )3 s2ar ) - <sTu>2]

i=1

oYt = (% >]
(5 )3 s2ar ) - (vaf]

i=1

> fci)(z sia} ™) — HvllzlleZ]
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