ROZDZIAL 2

Warunki istnienia minimum

By dojsc do zrodia trzeba ptyngc pod prad.

Stanistaw Jerzy Lec

Przedmiotem tego rozdziatlu beda warunki, przy ktérych funkcja f : R” O X — R okreslona
w pewnym obszarze X osigga swoje minimum. Podamy warunki konieczne istnienia minimum
i warunki wystarczajace na to, aby funkcja osiggala swoje minimum. Niektére z nich dotycza
minimum globalnego, inne za$ — minimum lokalnego.

2.1 Podstawowe warunki istnienia minimum

W tym ustepie rozwazamy zadanie minimalizacji w postaci abstrakcyjnej

minimalizowaé  f(x)
wzgledem x € X,

gdzie X jest pewnym podzbiorem przestrzeni R”, przy czym nie zakladamy rézniczkowalnosci
funkcji f. Podamy warunki wystarczajace na to, aby istnialo rozwigzanie optymalne tego zada-
nia. Podamy réwniez warunki konieczne osiggania minimum funkcji f w ustalonym punkcie. Na
poczatek przypomnijmy znane z analizy matematycznej twierdzenie Weierstrassa.

Twierdzenie 2.1.1 (Weierstrass) Funkcja ciggla okreslona na zbiorze zwartym osiaga mini-
mum.

Nastepne twierdzenie jest w istocie prostym wnioskiem z twierdzenia Weierstrassa.

Twierdzenie 2.1.2 Jesli funkcja f : R™ O X — R jest ciqgta © przynagmniej jedna jej niepusta
podpoziomica jest zwarta, to osiqgga ona minimum globalne.

Dowdéd. Przypu$émy, ze dla pewnego o € R podpoziomica S(f, ) jest zbiorem niepustym
i zwartym. Na mocy twierdzenia Weierstrassa funkcja f ’S( f.a) Osigga minimum globalne. Jest
jasne, ze minimum to jest réwniez minimum globalnym funkcji f. m

Podamy teraz inny warunek wystarczajacy osiggania minimum globalnego.

Twierdzenie 2.1.3 Jesli funkcja [ : R" — R jest ciggla i koercytywna (tzn. lim,) o0 f(z) =
+00), to osigga ona minimum globalne.
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52 ROZDZIAL 2. WARUNKI ISTNIENIA MINIMUM

Dowdéd. Niech m = inf,cge f(z) i niech {z4}52, bedzie ciagiem elementéw przestrzeni R”
takim, ze m = limy f(x). Ciag ten jest oczywiScie ograniczony, gdyz w przeciwnym przypadku
istnialby jego podciag {z,, }%2, o normach dazacych do +o0 i, wobec koercytywnosSci funkeji f,
otrzymaliby$my woéwczas limy, f(z,,) = +0o. Poniewaz z ciagu ograniczonego {z;}7°,; mozna
wybraé podciag {z,,, }72; zbiezny do pewnego punktu z* € R”, wigc m = limy, f(x,,, ) = f(z%),
gdyz f jest funkcja ciagly. Zatem f osigga minimum w punkcie z*. =

Twierdzenie 2.1.4 Jesli funkcja scisle wypukta f : R® — R osiqga minimum, to minimizer
tej funkcyi jest okreslony jednoznacznie.

Dowéd. Przypustmy, ze f jest funkcja SciSle wypukly osiagajacg minimum w punkcie z*.
Niech m = f(z*). Gdyby funkcja f osiagala minimum w punkcie 2’ # z*, to

m < f(%x* + %x’) < %f(a:*) + %f(a:’) =m.

Otrzymalismy sprzeczno$¢, co dowodzi, ze minimizer funkcji f jest okreslony jednoznacznie. m
Whiosek 2.1.5 Funkcja mocno wypukta osigga minimum doktadnie w jednym punkcie.

Dowéd. Wniosek pokazemy przy zalozeniu, ze f jest rézniczkowalna, chociaz jest on
prawdziwy réwniez bez tego zalozenia. Jest jasne, ze funkcja mocno wypukla jest Scisle wy-
pukla. Ponadto jest ona koercytywna. Istotnie. Niech x € R™ bedzie ustalonym punktem. Na
mocy twierdzenia 1.7.25(iii) mamy

F(w) > f(o) + V7@ (y — ) + gelly — ol

dla kazdego y € R"™, gdzie ¢ > 0 jest modutem mocnej wypuktosci funkcji f. Teraz juz nietrudno
zauwazy¢, ze prawa strona ostatniej nieréwnosci dazy do +oo, gdy |ly|| — oo (wystarczy w tym
celu skorzysta¢ z nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwarza). Wobec tego limy|—o f(y) = 400, czyli
funkcja f jest koercytywna. Wobec tego wniosek wynika z twierdzenia 2.1.3. =

Zalozenie o koercytywnosci funkcji f w twierdzeniu 2.1.3 jest istotne. Aby to zauwazyc
wystarczy rozpatrzy¢ funkcje f: R — R, f(z) = €”.

Cwiczenie 2.1.6 Niech f :R®™ — R bedzie funkcja wypukta i niech A > 0. Pokazac, ze wzér

1
Fy(z) = mi — |z — yl?
M) = min[f(y) + 53z =yl
definiuje pewng funkcje, F) : R® — R, tzn. minimum istnieje i jest jednoznacznie okreslone.
Funkcja ta nosi nazwe reqularyzacji Yosidy—Moreau funkcji f lub splotu infinitezymalnego (ang.
infimal convolution) funkcji f 1 55| - [|%.

Uwaga 2.1.7 Z praktycznego punktu widzenia wazna jest réwniez informacja, jak daleko dany
punkt y znajduje sie od minimizera (o ile taki istnieje). Oszacowanie odlegloéci danego punktu
y od minimizera x* mozna latwo wyznaczy¢ dla funkcji rézniczkowalnej mocno wypuklej. Z
warunku koniecznego osiggania minimum (twierdzenie2.2.1) mamy bowiem V f(z*) = 0. Wobec
tego z nieréwnosci (1.29) wynika, ze

Fl) — £ > selly — | (21
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skad otrzymujemy

-7l < (2L < [p IO 2L 22)

c c
gdzie f < f* jest dowolnym dolnym oszacowaniem wartoSci optymalnej f*. W niektérych
zagadnieniach minimalizacji takie oszacowanie jest znane. JeSli jednak go nie znamy, to mozemy

jeszcze inaczej oszacowaé odleglo§c ||y — x*||. Z nieréwnosci (1.29) wynika bowiem réwniez

F*) ~ F) = Vi) "~ 9) + gelly — 2] (2.3

Po dodaniu stronami nieréwnosci (2.1) i (2.3) i po skorzystaniu z nieréwnosci Schwarza otrzy-
mamny

Vi) (@ —y) +clly — 27|
—IVfWI - [lz* =y + clly — z*||,

skad wynika prosto, ze
V)l

ly — = <
Cc

(2.4)

Oszacowanie (2.2) jest zazwyczaj lepsze niz (2.4), szczegdlnie wtedy, gdy f dobrze przybliza
warto$¢ optymalna f*. Reasumujac, otrzymamy

ly = 2"l < min{y /2(f(y) = £)/e. IV ()l /c}-

Podobne oszacowania przystuguja dowolnej funkcji mocno wypuklej (niekoniecznie rézniczkowal-
nej). W tym przypadku nalezy zastapi¢ gradient funkcji f przez jej tzw. subgradient. Szczegéty
pomijamy.

Teraz przejdziemy do warunkéw koniecznych i warunkéw wystarczajacych na to, aby funkcja
osiggala swoje minimum w ustalonym punkcie x* € R™. Jesli funkcja jest wypukla, to warunkiem
wystarczajacym osiggania minimum globalnego w punkcie z* jest osiaganie minimum lokalnego
w tym punkcie. Zachodzi mianowicie nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.1.8 Jesli funkcja wypukta f : X — R, gdzie X C R" jest podzbiorem wy-
puktym, osigga w punkcie x* minimum lokalne, to osiqga ona w tym punkcie minimum globalne.
Jesli ponadto funkcja f jest Scisle wypukia, to jej minimizer jest okreslony jednoznacznie.

Dowéd. Niech X C R"™ bedzie podzbiorem wypuklym. Przypusémy, ze funkcja wypukta
f:R*" DO X — R osigga w punkcie z* € X minimum lokalne. Gdyby punkt ten nie byt
minimizerem globalnym funkcji f, to istnialby punkt 2’ € X, dla ktérego f(2') < f(z*). Niech
zy = (L= XNz*+ X’ dla A € (0,1). Oczywiscie z) € X, gdyz X jest wypukly. Woéwczas dla
dowolnego A € (0, 1) zachodzityby nieréwnosci

f(xa) < (L= f(") +Af(2') < f27),

co staloby w sprzecznoéci z tym, ze f osiaga minimum lokalne w punkcie z*, gdyz limy oz = z*.
Jednoznaczno$¢ minimizera funkcji SciSle wypuklej wynika z twierdzenia 2.1.4. =

Twierdzenie 2.1.9 Niech x* € R" ¢ niech s € R", Jesli funkcja f : R® — R positada pochodng
kierunkowq f'(x*,s) i f osiqga w punkcie x* minimum lokalne, to f'(x*,s) > 0.
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Dowdéd. Z zalozen twierdzenia i z definicji pochodnej kierunkowej otrzymujemy

f@@®) < f@@” +ts) = f(a") +1f' (27, 5) + o(t)

dla odpowiednio matego t > 0. W konsekwencji,
o(t
f'(z*,s) + ¥ > 0.
Przechodzac w powyzszej réwnosci do granicy przy ¢t | 0 otrzymujemy teze twierdzenia. m

Przy pewnych dodatkowych zalozeniach dotyczacych pochodnej kierunkowej twierdzenie powyzsze
jest prawdziwe réwniez dla funkcji okre$lonej na podzbiorze X C R™.

Twierdzenie 2.1.10 Niech X C R", x* € X iniechs € Tx(z*). Zaldzmy, ze funkcja f : X —
R posiada w punkcie x* pochodne kierunkowe f'(x* u) w dowolnym kierunku dopuszczalnym
u € Tx(x*), przy czym funkcja f'(x*,-) jest ciggta w punkcie s. Jesli f osigga w punkcie x*
minimum lokalne, to f'(z*,s) > 0.

Dowdéd. Niech x* bedzie minimizerem lokalnym funkcji f oraz niech X > xp — x* ity | O
beda ciggami takimi, ze s = limy s, gdzie s = % 7. zalozen twierdzenia i z definicji
pochodnej kierunkowej otrzymujemy

f(@®) < flaw) = f(27 + tesk) = f(27) + e f' (2", sx) + oftr)
dla odpowiednio matego t;, > 0. W konsekwencji,

o(tr)
23

[, s1) + > 0. (2.5)

Poniewaz funkcja f'(x*,-) jest ciagla w punkcie s, wiec limy_o f'(z*,sr) = f'(z*,s). Zatem
przechodzac w réwnoSci (2.5) do granicy przy k — oo otrzymujemy teze twierdzenia. m

Whniosek 2.1.11 Niech f : R" — R bedzie funkcjg rézniczkowalng w sensie Gateaux i niech
X C R". Jesli funkcja f|x osigga w punkcie z* € X minimum lokalne, to s*V f(z*) > 0 dla
dowolnego kierunku s € Tx(z*).

Dowéd. Na mocy rézniczkowalnosci f w sensie Gateaux mamy f'(z,s) = sT V f(2*), zatem
funkcja f'(z,-) jest ciagta na R™. Zatem wniosek wynika bezpo$rednio z twierdzenia. 2.1.10 =

Twierdzenia odwrotne do twierdzen 2.1.9-2.1.10 i do wniosku 2.1.11 nie sg prawdziwe. Wystar-
czy w tym celu rozpatrzy¢ funkcje f : R — R, f(x) = 2® i 2* = 0. Jesli natomiast w twierdzeniu
2.1.10 zalozymy, ze f jest funkcja wypukla okreSlong na zbiorze wypuklym X, to twierdzenie to
mozna w pewnym sensie odwrocic.

Twierdzenie 2.1.12 Niech X C R" bedzie zbiorem wypuktym zas f : X — R bedzie funkcjg
wypuktq i niech z* € X. Jesli f'(x*,x — x*) > 0 dla dowolnego punktu x € X, to funkcja f
ostgga w punkcie x* minimum.

Dowdéd. Przypusémy, ze f'(z*,z — x*) > 0 dla dowolnego punktu x € X i ze funkcja f nie
osigga minimum w punkcie x*. Woéwczas istnieje punkt o’ € X, taki ze f(z') < f(2*). Niech
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xp=(1— %)x* + %x’ . Oczywiscie z, € X, gdyz X jest zbiorem wypuklym. Z definicji pochodnej

kierunkowej, z wypuktosci funkcji f otrzymujemy wéwczas

fla* + 3@ —a%)) — f(z*)

Py = S
—  lim flak) — f(z")
k—-+o00 1/k'
_ o DI+ )~ )
T k—+oo 1/]€

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi prawdziwoSci twierdzenia. m

Whniosek 2.1.13 Niech f : R" — R bedzie funkcjg wypukta rézniczkowalng i niech x* € R™.
Wowcezas [ osigga minimum w punkcie x* € R™ wtedy i tylko wtedy, gdy x* jest jej punktem
stacjonarnym, czyli V f(x*) = 0.

Dowéd. Jesli funkcja f osigga minimum w punkcie z*, to na mocy twierdzenia 2.1.10
sIV f(z*) > 0 dla dowolnego s € R". Nietrudno stad wywnioskowaé, ze sTV f(2*) = 0 dla
dowolnego s € R". Jest to jednak mozliwe tylko wéwczas, gdy Vf(z*) = 0. Niech teraz
V f(z*) = 0. Poniewaz dla dowolnego s € R” mamy f’(z*,s) = sT V f(z*) = 0, wigc z twierdzenia
2.1.12 wynika, ze f osigga minimum w punkcie z*. m
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2.2 Warunki istnienia minimum dla zadan ré6zniczkowalnych
bez ograniczen

W tym ustepie interesowa¢ nas beda problem minimalizacji rézniczkowalnej bez ograniczen
postaci

minimalizowaé  f(x)

wzgledem r € R",

gdzie f : R — R jest co najmniej jednokrotnie rézniczkowalna. Poznamy warunki konieczne i
warunki wystarczajace istnienia minimum w ustalonym punkcie.

Twierdzenie 2.2.1 (warunki konieczne osiagania minimum) Niech funkcja f : R* O X —
R okreslona w obszarze otwartym X C R™ bedzie rézniczkowalna w punkcie x* € X.

(i) Jesli f osigga w punkcie z* minimum lokalne, to x* jest punktem stacjonarnym funkcji f,
czyli

Vi)=0
(warunek konieczny rzedu pierwszego).

(i1) Jesli ponadto f jest funkcjq klasy Co w pewnym otoczeniu punktu x*, to hesjan funkcji f
w punkcie x* jest okreslony nieujemnie, czyli

Veern 8 V2f(2)s >0,
(warunek konieczny rzedu drugiego).

Dowdd. Niech f bedzie rézniczkowalna w punkcie z* i niech f osigga minimum w tym
punkcie.

(i) Na mocy twierdzenia 1.5.9 mamy f'(z*,s) = s?V f(x*). Z twierdzenia 2.1.9 wynika zatem,
ze

sSTVf(x*) >0

dla dowolnego s € R". Stad latwo otrzymujemy, ze V f(z*) = 0 (w przeciwnym wypadku, dla
s = =V f(z*) otrzymaliby$my s7V f(z*) < 0).

(i) Zalézmy, ze f jest klasy Cy w kuli B(z*,r) C X dla pewnego r > 0. Niech wektor
s € R™ bedzie dowolny. Rozwijajac funkcje f we wzér Taylora z resztg Lagrange’a dla k = 2 w
otoczeniu punktu z*, otrzymamy dla pewnego A € (0,1) i dla ¢, takiego ze ||ts|| < r:

1
flz* +ts) = f(a*) + tsTVf(z*) + =t2sT V2 f (2% + Ats)s > f(a¥).
—_— 2
=0
Stad
sTVAf(z* + Mts)s > 0.

W granicy przy t dazacym do zera otrzymamy, na mocy ciaglosci hesjanu V2 f(x) w punkcie o*,
nieré6wnosc

TV f(z*)s > 0.
Oznacza to, ze hesjan V2 f(z*) jest nieujemnie okreglony. m
Twierdzenie 2.2.2 (warunki wystarczajace osiggania minimum) Niech funkcja f : R™ D

X — R okreslona w obszarze otwartym X C R" bedzie klasy Co w pewnym otoczeniu punktu
z* e X. Jesli
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(i) x* jest punktem stacjonarnym funkcji f, czyli
Vi) =0
oraz
(ii) hesjan V2f(x*) jest okreslony dodatnio, czyli
Vsern s£0 sTV2f(x*)s > 0,

to funkcja f osiqgga w punkcie x* minimum lokalne izolowane.

Dowdéd. Niech f bedzie funkcja klasy Cy na kuli B(z*,r) C X dla pewnego r > 0. Rozwinmy
f we wzér Taylora z reszta Peana dla k = 2 w otoczeniu punktu z*. Dla wektora d, takiego ze
]| < r mamy

@t +d) = f@®) + V@) + a2 () d 4 o |d]?)
~———r 2
0

Poniewaz hesjan G* = V2 f(z*) jest okreslony dodatnio, wigc, na mocy wniosku 1.4.14, istnieje
stala A > 0, taka ze dT' V2 f(2*)d > A||d||2. Mamy zatem

1 1 o(|ld|I*)
4 d) — f(z*) > =)||d|]? d|?) ==\ == ] ||d|2
fla™+d) = f(@7) 2 GAldl” +ol[ld]]") = [5 2+ EE J- Nl
>0 ——
—0 dla d—0

Dla dostatecznie matych wektoréw d # 0 otrzymamy wiec
fa"+d) = f(a") >0,
czyli z* jest izolowanym minimum lokalnym. m

Przyklad 2.2.3 (liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw) Dany jest uktad réwnan Az = b,
gdzie A jest macierza typu m X n, zas b € R™, przy czym nie zaktadamy, ze uklad ten posiada
rozwigzanie. W wielu zastosowaniach rozwaza sie nastepujace liniowe zadanie najmniejszych

kwadratéw
minimalizowaé f(z) = 3| Az — b||?

wzgledem x € R". (2:6)

Gradient funkcji f ma postac
Vf(z) = AT(Az —b).
Poniewaz funkcja f jest wypukla (uzasadni¢), wiec warunkiem koniecznym i wystarczajacym
osiggania miniumum jest
AT Az = ATb.
Réwnanie to nazywa sie réownaniem normalnym. 7 ponizszych rozwazan wynika, ze ma ono
zawsze rozwigzanie. Rozpatrzmy kilka przypadkéw:

(a) 1(A) =1(A,b). Wéwcezas, na mocy twierdzenia Kroneckera—Capellego istnieje rozwiazanie
uktadu Az = b. W tym przypadku zbiér rozwiazan ukladu jest podprzestrzenia afiniczna
(uzasadni¢) i pokrywa sie ze zbiorem minimizeréw funkcji f. Minimalna warto$¢ funkcji
celu wynosi 0. Zobaczymy pdézniej, ze w przypadku, gdy r(A) = m, rozwigzaniem o
najmniejszej normie zadania (2.6) jest . = AT(AAT)7'b (przyklad 2.3.26). Zauwazmy, ze
dla macierzy A o pelnym rzedzie wierszowym, AT (AAT)™! jest jej macierza pseudoodwrotng
Moore’a—Penrose’a, czyli jedyna macierzg A' speliajacg warunki AATA = A, ATAAT =
AT (AAT)T = AAT i (ATA)T = AT A. Pozostawiamy czytelnikowi sprawdzenie tego faktu.
W podobny sposéb rozpatruje sie przypadek r(A) = r(A,b) < m. Wystarczy w tym celu
pozostawi¢ 1(A) liniowo niezaleznych réwnan i usunaé pozostale.
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(b) r(A,b) > r(A). Wéwezas uklad Az = b nie posiada rozwiazan. Jesli ponadto r(A) = n,
to kolumny macierzy A sg liniowo niezalezne, czyli macierz AT A jest nieosobliwa, wiec
jedynym rozwiazaniem réwnania normalnego, a wigc i zadania (2.6) jest

z = (ATA)"1ATo.

Analogicznie do rozumowania w punkcie (a), dla macierzy A o pelnym rzedzie kolum-
nowym, (AT A)7LAT jest jej macierzq pseudoodwrotng Moore’a—Penrose’a, czyli x = A'b.
Zauwazmy przy okazji, ze funkcja f jest mocno wypukla, bo ATA jest okreslona do-
datnio (por. ¢éwiczenie 1.7.13(c)), skad réwniez wynika, ze zadanie (2.6) ma dokladnie
jedno rozwiazanie. Je$li natomiast 7(A) < n, to réwnanie normalne (i zadanie (2.6)) ma
nieskonczenie wiele rozwiazan i zbiér rozwigzan jest podprzestrzenig afiniczng. Mozna
pokazac, ze wowczas rozwigzaniem o najmniejszej normie tego zadania jest

x = A"b.

Zwréémy uwage na to, ze w przypadku, gdy A jest macierzg nieosobliwg, czyli uklad Az = b
posiada dokladnie jedno rozwigzanie, to AT = A~! czyli w tym przypadku x = A"b jest
rozwigzaniem liniowego zadania najmniejszych kwadratow. Widzimy, ze we wszystkich przy-
padkach = = A"b jest rozwigzaniem o najmniejszej normie zadania najmniejszych kwadratow.

Przyklad 2.2.4 Danych jest N niezaleznych zmiennych losowych X;, i = 1,2, ..., N, o gestoSci
p(z;la), gdzie a = (ay, o, ..., ) jest wektorem parametréw. W wielu zastosowaniach prak-
tycznych, np. w statystyce, czy w uczeniu maszynowym bada sie funkcje wiarygodnosci (ang.

likelihood function) postaci
N

f(zla) = Hp($i7a)>
i=1
gdzie © = (x1,23,...,xxn). Jest ona gestoscia prawdopodobienstwa wielowymiarowej zmiennej
losowej X = (X1, Xs, ..., Xy), czyli innymi stowy f(z|a)dr wyraza prawdopodobienistwo tego, ze
zmienne losowe X; przyjma wartosci z przedziatu (z;, x; +dz;), i = 1,2, .., N. Przyktadowo, jesli

X; maja rozktady normalne N (u,0?) zadane gestoScia p(z;|p, 0?) = \/;7 expl—5m (7 — p)?,

2

i=1,2,..., N, o parametrach p (Srednia) i o (wariancja) to funkcja wiarygodno$ci ma postac

N
Flaln o) = (@r0?) % expl s S (i — ]

i=1
Nalezy wyznaczy¢ wektor parametrow a = (u,0), dla ktérego funkcja wiarygodnosci przyjmie
maksimum (zaobserwowane wartosci x; zmiennych losowych X;, i = 1,2, ..., N) sa najbardziej
wiarygodne). Z uwagi na postaé funkcji f wygodniej jest wyznaczy¢é maksimum jej logarytmu
(logarytm iloczynu jest suma logarytmoéw), co jest réwnowazne wyznaczeniu maksimum funkcji f
(uzasadni¢). Ponadto, przy duzym N funkcja wiarygodno$ci moze przyjmowaé bardzo mate albo
bardzo duze wartosci, co moze prowadzi¢ do duzych bledéw numerycznych. Tej niekorzystne;j
wlasnosci nie ma juz logarytm funkcji wiarygodnosci

In f(x]a) = Zlnp(xi,a).

W przypadku, gdy X; maja rozktad normalny, mamy

1 N

202 4
=1

N N
In f(z|u, o) = (2 — p)? — B} Ino? — 5111(27?).
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Oznaczmy
1 N N
o 2y _ RV A T B
h(p, o) = —In f(z|y, o) - E (; — p)* + 5 Ino® + i In(27).

Poniewaz funkcja In jest rosngca, wiec maksymalizacja funkcji wiarygodnosci jest réwnowazna
minimalizacji funkcji h. Z warunku koniecznego optymalnoSci otrzymamy, ze jezeli h osiagga
minimum w punkcie (ji, 52), to w tym punkcie spetione sa réwnosci

Oh(p, o) 1 &
TUI) ¥ w—w =0,
O o* 5
oh(p,o) 1 N( T N _0
do? - 204 — i H 202
Jedynym rozwigzaniem tego ukladu jest
1 X
o= Nzx“
i=1
| X
7t = NZ(%—ﬁ)Q
i=1
Dalej mamy
Ph(p,0*) N
@Ow? 0¥
Ph(p,0®) 1 )
UL LS
i=1
2h(p, o2) 1 i
LT S i)
dodu ot —
czyli
*h(p,o®) N
Op? ¥
O*h(ji, 5°) Lo~ 5 N
“@op .~ =

O*h(fi, ) e
D S b

Zatem hesjan G(ji,5?),
X0
G(:a>52) = |: a N :|
0
jest okreslony dodatnio. Z warunkéw optymalnosci rzedu drugiego wynika, ze funkcja h osiaga
minimum lokalne w punkcie (ji, 52). Zauwazmy, ze funkcja h jest koercytywna, gdyz dazy ona do
+00, gdy przynajmniej jedna ze zmiennych yu, 0? dazy do 4+00. Funkcja h osigga wiec minimum
globalne. Poniewaz punkt (1, 3%) jest jedynym punktem stacjonarnym funkcji h, wigc osiaga ona
w tym punkcie minimum globalne. Zatem funkcja wiarygodnosci f(x|u,o?) osiaga maksimum

globalne dla p = i i 02 = 52.
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2.3 Warunki istnienia minimum dla zadan rézniczkowalnych
z ograniczeniami

Nie bedziemy gadac niepotrzebnych rzeczy.

Witkacy, Szewcy

W rozdziale tym bedziemy zajmowac sie¢ zadaniem minimalizacji gladkiej postaci

minimalizowaé f(z)
wzgledem reR” (2.7)
przy ograniczeniach ¢;(z) =0, ie E={1,..,m}, '

CZ(I) < 0, 1€1] = {m+ 1; ---yp}v

gdzie funkcje f oraz ¢; dla i@ € E U [ sa przynajmniej jednokrotnie rézniczkowalne w sposéb
ciagly. Zbiér
X={zeR":¢(x)=0,i€ E,¢(z)<0,iel}

nazywamy zbiorem rozwigzah (punktéw) dopuszczalnych, za$ element tego zbioru - rozwigzaniem
(punktem) dopuszczalnym. Zbior

A(z)={ie EUI : ¢(z) = 0}, (2.8)

gdzie z € X, nazywamy zbiorem ograniczen aktywnych (w punkcie Z), za$ element tego zbioru
ograniczeniem aktywnym (w punkcie Z). Oznaczmy

[(z) = {i € I : i(z) = 0. (2.9)

Zbior 1(x) jest wige zbiorem nieréwnoéciowych ograniczen aktywnych. Oczywiscie 1(Z) = A(Z)N
I oraz A(z) = EUI(z). Elementy zbioru I \ I(Z) nazywamy ograniczeniami nieaktywnymi w
punkcie z. JeSli funkcja f |y osiaga minimum globalne, wzglednie lokalne w punkcie z* € X
to méwimy, ze punkt ten jest globalnym, wzglednie lokalnym rozwigzaniem (optymalnym) tego
zadania.

Uwaga 2.3.1 Jezeli znamy zbiér ograniczen aktywnych I(z*) dla punktu x* bedacego lokalnym
rozwiazaniem optymalnym problemu (2.7), to ograniczenia nieaktywne i € I \ I(z*) mozemy
usunaé za$ ograniczenia aktywne i € I(x*) traktowaé jako réwnosciowe. Dokladniej, jesli z* jest
lokalnym rozwiazaniem optymalnym problemu (2.7), to z* jest réwniez lokalnym rozwigzaniem
optymalnym problemu

minimalizowac f(z)
wzgledem  z € R” (2.10)
przy ograniczeniach ¢;(z) =0, i€ EUI(z").

Uzasadnienie tego faktu pozostawiamy czytelnikowi. Zwréémy jednak uwage na to, ze implikacja
odwrotna nie jest prawdziwa.

Na poczatek podamy teraz kilka prostych przykladéw zadan minimalizacji rézniczkowalnej
z ograniczeniami réwno$ciowymi i sprébujemy rozwigzac je prostymi metodami. Zobaczymy, ze
stosowalno$¢ tych metod jest czesto ograniczona.
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Cwiczenie 2.3.2 Rozwigza¢ nastepujace zadania minimalizacji graficznie i metoda eliminacji
zmiennej

(a)
minimalizowaé Ty + Ta
wzgledem (z,7,) € R?
przy ograniczeniu % — xo = 0,

minimalizowaé 3 + 23

wzgledem (71, 12) € R?
przy ograniczeniu (x; — 2)? 4 (12 — 2)* = 1.

minimalizowaé —X1 — X9
wzgledem (z1,79) € R?
przy ograniczeniach 22 — 29 <0,

423 —-1<0.

minimalizowaé x3+ a3
wzgledem (71, 22) € R?
przy ograniczeniu —(x; — 1) + 23 = 0.

Zasadnym wydaje si¢ pytanie, dlaczego metoda eliminacji zmiennej nie zawsze prowadzi
do prawidlowego rozwigzania. Odpowiadajac na to pytanie nalezy zauwazy¢, ze w metodzie
eliminacji zmiennej korzystamy z implikacji: je$li zadanie pomocnicze (powstale w wyniku elim-
inacji zmiennej) ma rozwiazanie, to zadanie wyjSciowe ma rozwiazanie. Natomiast z nieistnienia
rozwigzania zadania pomocniczego nie wynika nieistnienie rozwigzania wyjsciowego zadania.
Cwiczenie 2.3.2(d) wskazuje na ograniczong stosowalnosé metody eliminacji zmiennej. Mimo
bardzo porzadnej zaréwno funkcji celu jak i funkcji ograniczenia, metoda ta nie prowadzi do
wyznaczenia rozwiazania. Okaze si¢ pézniej, ze przyczyna tego jest fakt, ze gradient funkcji
ograniczenia w punkcie bedacym rozwigzaniem zadania jest wektorem zerowym. W kazdym
razie widzimy, ze do zadan minimalizacji z ograniczeniami potrzebujemy innego podejscia niz
metoda eliminacji zmiennej.
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2.3.1 Warunki rzedu pierwszego istnienia minimum

Definicja 2.3.3 Niech f : R" O X — R bedzie funkcja rézniczkowalna i niech z € X. Zbiér
D(z) = {s € R": s'Vf(z) < 0}. (2.11)
nazywamy zbiorem kierunkéw spadku funkcji f w punkcie Z.

Uwaga 2.3.4 W istocie kazdy element zbioru D(Z) jest kierunkiem spadku funkeji f w punkcie
Z. Moga jednak istnie¢ kierunki spadku nie nalezace do tego zbioru (patrz uwaga 1.5.26).

Definicja 2.3.5 Niech X C R" bedzie zbiorem rozwiazan dopuszczalnych zadania (2.7). Zbiér
kierunkow stycznych do tego zbioru w punkcie  nazywamy zbiorem kierunkow dopuszczalnych
(dla tego zadania) w punkcie Z i oznaczamy symbolem T'(T).

Uwaga 2.3.6 Dla dowolnego x € X zbiér T'(z) jest niepusty (np. 0 € T'(z), a dla = niebedacego
punktem izolowanym zbioru X, zbiér T'(x) kierunkéw dopuszczalnych jest nietrywialny (tzn.
istnieja wowczas niezerowe kierunki dopuszczalne). Wynika to z faktu, ze dla x; # x ciag H;i:i i
jest ograniczony, czyli posiada podciag zbiezny.

Uwaga 2.3.7 Niech 7 € X. Na postaé zbioru T'(Z) nie maja wplywu ograniczenia nieaktywne.
Dokladniej, je$li w zadaniu (2.7) usuniemy ograniczenia i € I \ 1(Z), to zbiér T(Z) nie ulegnie
zmianie. Dowdd tego faktu, w ktérym nalezy wykorzystaé cigglosé funkcji ¢;, pozostawiamy
czytelnikowi.

Zauwazmy, ze wniosek 2.1.11 mozemy sformulowaé w nastepujacej postaci.

Twierdzenie 2.3.8 Jesli punkt x* jest rozwigzaniem lokalnym zadania (2.7), to dla zadania
tego brak jest dopuszczalnych kierunkow spadku, czyli

T(z*) N D(z*) = 0. (2.12)

Uwaga 2.3.9 Dla zadania minimalizacji wypuklej rézniczkowalnej warunek (2.12) podawany
jest réwniez w literaturze w postaci

—Vf(z*) € Nx(z¥), (2.13)

gdzie X oznacza zbidr rozwiazan dopuszczalnych zadania (2.7) i jest zbiorem wypuklym. Réwnowaznosé
warunkéw (2.12) i (2.13) wynika z nastepujacego rozumowania:

0

T(2") C (D(a")Y

T(2") C —l(D(x"))
—D*(a) € TH(a")
~V/f(z*) € Nx(a"),

T(a*) N D(z*)

C
C

[

przy czym pierwsza réwnowazno$¢ wynika z nastepujacej wlasno$ci zbioréw: ANB = () <= A C
B’, druga — z faktu, ze dopemieniem zbioru (D(z*) jest zbiér — cl(D(x*)), trzecia — z faktu, ze
stozek T'(x*) jest wypukly i domkniety oraz z faktu, ze dla stozkéw domknietych A i B zachodzi
réwnowaznos¢ A C B <= B* C A*, za$ czwarta — z faktéw, ze stozkiem sprzezonym do D(z*)
jest {aV f(2*) : a > 0} oraz stozkiem sprzezonym do T'(z*) jest stozek normalny Ny (z*).
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W dalszej czgéci tego ustepu analizujemy dokladniej warunek (2.12). Niestety, zbior kierunkéw
dopuszczalnych T'(x*) nietatwo poddaje si¢ analizie ze wzgledu na to, ze ma on zazwyczaj skom-
plikowang posta¢. Czasami jednak postaé ta prosta. Sytuacja taka pojawia sie na przyktad wéw-
czas, gdy w punkcie z* wszystkie ograniczenia sa nieaktywne (nie moze by¢ wéwczas ograniczen
réwnosciowych). W tym przypadku oczywiscie T'(z*) = R", gdyz B(x*,d) C X dla pewnego § >
0. Zauwazmy, ze warunek (2.12) jest wéwczas spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy V f(z*) = 0.
Nie powinno by¢ niespodzianka, ze otrzymaliSmy w istocie warunek konieczny rzedu pierwszego
dla zadania minimalizacji bez ograniczen. Innym przykladem zadania, dla ktérego T'(z*) ma
prosta postac jest zadanie minimalizacji z ograniczeniami liniowymi.

Przyklad 2.3.10 Niech
X={zecR":alz=b,icE, alz<b,icl}
Wéwczas nietrudno zauwazyc¢, ze dla € X zbiér kierunkéw dopuszczalnych ma postac
T(z)={seR":als=0,icE, als<0,icl(z)} (2.14)

Uwaga 2.3.11 Rozpatrzmy zadanie minimalizacji z ograniczeniami (2.7) i punkt Z spelniajacy
ograniczenia tego zadania. Niech X oznacza 2bidr rozwiqzan dopuszczalnych dla ograniczen
zlinearyzowanych w punkcie  tego zadania:

X={reR":¢(zx)=0,i€ E,¢(z) <0,i eI},
gdzie ¢; jest linearyzacja funkcji ¢; w punkcie z, czyli
Gi(2) = (Ve (@) (x = 7) + ci(@)
dlazeR" iec FUI.

Symbolem Ty, (Z) oznaczmy zbior kierunkéw dopuszczalnych dla ograniczen zlinearyzowanych
w punkcie Z. Z réwnoéci (2.14) wynika, ze

Tiin(Z) = {s € R : (Ve;(7)) s =0,i € E,(Vei(7))'s <0,i € I(3)}. (2.15)

Lemat 2.3.12 Niech X bedzie zbiorem rozwiqzan dopuszczalnych zadania (2.7) i niech & € X.
Zachodzi inkluzja

Dowéd. Niech s € T(z). Dalej niech X > 2, — Z it | 0 beda ciagami takimi, ze
s = limy s, gdzie sy = ==. Rozwijajac funkcje ¢; we wzér Taylora w otoczeniu punktu

tg
otrzymamy

S]]

cl(xk) = Cz(f) + tks£ch(i‘) -+ O(tk),

i€ EUI. Dlai € E mamy ¢;(z;) = ¢;(Z) = 0, natomiast dla i € I(Z) mamy ¢;(xy) < ¢;(Z) = 0.
Stad po podzieleniu obu stron powyzszej réwnosci przez t; i po przejsciu do granicy otrzymamy

s'Vel(z)=0dlaic E

oraz
s'Vel(z) <0dlai e I(7),

czyli s € T (Z). m
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Niestety, nie zawsze T(Z) = T;,(T). Aby to zauwazy¢ wystarczy wzia¢ X = {x = (z1,22) €
R? : x9 < 23 29 > 0} iz = (0,0). Otrzymamy wéwczas s = (—1,0) € Tj;,(z) ale s ¢
T(z). Zauwazmy réwniez, ze réwnoéé T'(z) = T}, (Z) nie zachodzi réwniez dla zbioru rozwigzan
dopuszczalnych zadania rozpatrywanego w ¢wiczeniu 2.3.2(d) dla punktu bedacego rozwiazaniem
optymalnym tego zadania.

Poniewaz, jak juz wcze$niej wspomnieliSmy, analiza zbioru kierunkéw dopuszczalnych moze
nastreczac wiele ktopotéw, wprowadza si¢ pewne warunki, przy ktérych analiza ta jest prostsza.

Definicja 2.3.13 Niech z € X. Jeéli zachodzi réwnoséé T'(z) = T}, (Z), to méwimy, ze w punkcie
Z spekiony jest warunek reqularnosci (ograniczen) Kuhna—Tuckera lub warunek regularnosci
Abadiego (ang. Abadie constraint qualification — ACQ).

Powyzsza definicja sama w sobie nie upraszcza analizy zbioru kierunkéw dopuszczalnych,
gdyz generalnie trudno jest sprawdzi¢ bezpoSrednio warunek regularnoSci Kuhna—Tuckera. W
jednym z kolejnych ustepéw poznamy jednak warunki wystarczajace dla spelnienia tego warunku.
Juz teraz mozemy jednak zauwazy¢, ze warunki regularnosci Kuhna—Tuckera sa spelnione, jesli
wszystkie ograniczenia sg liniowe.

Definicja 2.3.14 Niech z € X. Jesli zachodzi réwnosc

to méwimy, ze w punkcie Z speliony jest podstawowy warunek regqularnosci ograniczen (ang.
basic reqularity condition — BRC).

Przyklad 2.3.15 Rozpatrzmy zadanie

minimalizowaé 1
wzgledem = (71, 7,) € R?

przy ograniczeniach Ty < a3,
T2 > 0.

Dla tego zadania, w kazdym punkcie dopuszczalnym poza punktem z = (0, 0) zachodzi warunek
regularnosci Kuhna-Tuckera, a wiec zachodzi réwniez podstawowy warunek regularnosci.

Jesli speliony jest warunek regularnosci Kuhna—Tuckera, to spelniony jest oczywiScie pod-
stawowy warunek regularnosci. Nie zachodzi natomiast implikacja odwrotna.

Przyklad 2.3.16 Rozpatrzmy zadanie

minimalizowaé To
wzgledem = (71, 7) € R?

przy ograniczeniach Ty < a3,
T2 > 0.

Dla punktu z = (0,0) mamy 7'(z) # T, (Z), ale T'(z) N D(Z) = Ty (Z) N D(Z).

Przedstawimy teraz wazne narzedzie do analizy warunku koniecznego istnienia minimum
danego réwnoscia (2.12). Ponizsze twierdzenie, znane w literaturze pod nazwa lematu Farkasa,
jest réwnowazne twierdzeniu 1.6.30.
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Twierdzenie 2.3.17 (Lemat Farkasa) Dane sq wektory ay, ..., am, g € R™. Zachodzi réwno-
waznosc
{seR":sTg<0ln{secR":57aq; <0,i=1,..m} =0

)

istnieje wektor y = (A1, ..., A\m) > 0, taki ze g+ Z Aia; = 0.
i=1

Dowéd. Niech A = [ay, ..., a,,] bedzie macierza o kolumnach a;,i = 1,...,m. Oznaczmy
C = {s € R*": ATs < 0}. Pierwszy czton réwnowazno$ci wystepujacej w lemacie oznacza, ze
wektor —¢g jest elementem stozka C*. Wynika to z nastepujacego rozumowania:

{seR":s"g<0}NC =0
= CC{seR":sTg< 0} ={seR":s7g>0}
= VYo ¢'s5>0
— —geC”
Z twierdzenia 1.6.30 wynika, ze stozek C* jest postaci
C*={scR": ATs <0} ={u e R" :u = Ay, y > 0}.

Tak wiec pierwszy czlon réwnowaznosci wystepujacej w lemacie oznacza, ze istnieje wektor y > 0,
taki ze —g = Ay, co zgodnie z przyjetym oznaczeniem jest réwnowazne drugiemu czlonowi tej
réwnowaznosci.

Zastosujemy teraz lemat Farkasa w celu prostszego przedstawienia warunku koniecznego
istnienia minimum (2.12).

Wniosek 2.3.18 Niech x € X. Wowczas
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje wektor y o wspdtrzednych \;,1 € EU I, taki, ze
V@) + ) AVea(®) =0
i€ A(Z)
i >0dlaie€l(T).
Dowdd, ktéry w gruncie rzeczy polega na przepisaniu lematu Farkasa przy zastosowaniu
réwnosci (2.15) i (2.11) okreélajacych zbiory 1};,(Z) i D(Z) pozostawiamy czytelnikowi.

Ponizsze twierdzenie, nazywane twierdzeniem Kuhna—Tuckera lub twierdzeniem Karusha—
Kuhna—Tuckera, jest podstawowym narzedziem minimalizacji rézniczkowalnej z ograniczeniami.

Twierdzenie 2.3.19 (Karush—Kuhn—Tucker) Niech z* bedzie punktem dopuszczalnym zada-
nia (2.7) i niech w punkcie tym spetniony bedzie podstawowy warunek reqularnosci (2.16). Jesli
x* jest lokalnym rozwigzaniem optymalnym zadania (2.7), to istnieje wektor y* o wspdtrzednych
A i€ EUI, taki, ze para (x*,y*) spetnia uktad

V(@) + X iepu MiVei(r) =0, (a)
¢i(z) =0, 1€ L, (b)
ci(x) <0, iel, (c) (2.17)
)\i > 07 i€ Iv (d)
)

)\lCl(iU) :O, 1e FUI.

—~
@
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Dowdéd. Niech z* bedzie rozwigzaniem lokalnym zadania (2.7). Wéwezas, na mocy twierdzenia
2.3.8 zachodzi réwnoéé T'(z*) N D(z*) = (. W konsekwencji, na mocy zalozen twierdzenia,
Tiin(x*) N D(x*) = 0. Z postaci zbioréw Ty, (z*) i D(z*) otrzymujemy wiec

{s:8"Vei(z*) =0,i € E,s"Vei () <0,i € [(x*)}N{s: s'Vf(z*) < 0} = 0.
Stad, na mocy wniosku 2.3.18, otrzymujemy, ze istnieje wektor y' o wspéhrzednych \., i €
E U I(z*), taki, ze para (z*,y’) spelnia warunki
Vi) + > AVe(rt) =0
1€EUI(x*)

i\, >0dlaie I(z*). Zdefiniujmy wektor y* = (A}, ..., A,,) nastgpujaco

A=

(2

A, dlaie EUI(z*)
0 dlaie I\I(z").

Jasne jest, ze para (z*,y*) spelmia réwniez warunek (2.17(a)). Spelnienie przez punkt z*
warunkéw (2.17(b)-(c)) jest oczywiste, bo z* jest punktem dopuszczalnym. Z tego samego
wzgledu dla z* zachodzi réwno§¢ w warunku (2.17(e)) dla ¢ € E U I(z*). Dla pozostalych i
mamy A7 = 0, a wigc dla nich zachodzi réwniez réwnoééw (2.17(e)). Oczywiscie \; > 0 dla
i €1, gdyz \; >0 dlaie I. Tak wigc speliony jest warunek (2.17(d)), co koficzy dowéd. m

Definicja 2.3.20 Dane jest zadanie minimalizacji z ograniczeniami (2.7). Funkcja L : R" x
RP — R okreslona réwnoscia,

L(z,y) = f(x)+ > Nici(x)

nazywa sie funkcjq Lagrange’a tego zadania.
Przy oznaczeniu c(z) = (c1(z), ..., ¢p(x))T, funkcje Lagrange’a mozna zapisaé w postaci
L(z,y) = f(z) +y c(2),

za$ warunki Kuhna-Tuckera (2.17) — w postaci

ViL(z,y) =0, (a)
VyEL(x,y) =0, (b)
vy1L<l’,y) S 07 (C)

yr > 0, (d)
Nici(x) =0, 1€ EUI, (e)

gdzie — zgodnie z wczeSniej przyjeta konwencja — yg i y; oznaczaja wektory o wspélrzednych A;
odpowiedniodlai € Fii € I.

Uklad réwnan i nieréwnoSci (2.17) nazywa sie warunkami Kuhna—Tuckera lub warunkamsi
Karusha—Kuhna—Tuckera, za$ para (z,y) bedaca rozwiazaniem tego uktadu — punktem Kuhna—
Tuckera lub punktem Karusha—Kuhna—Tuckera (w skrécie punktem KT lub punktem KKT).
Wektor § nazywa si¢ wektorem mnoznikéw Lagrange’a. RéwnoS¢ (2.17(a)) oznacza, ze punkt x*
jest punktem stacjonarnym funkcji Lagrange’a L(-,y) dla y bedacego wektorem mnoznikéw La-
grange’a. Réwnoéci (2.17(e)) nosza nazwe warunkéw komplementarnosci. OczywiScie wystarczy,
aby warunki te zachodzity dla ograniczen nieréwnoSciowych, gdyz dla ograniczen réwnosciowych
zachodza one automatycznie.
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Jesli w zadaniu (2.7) wystepuja wylacznie ograniczenia réwnosciowe, to uktad Kuhna—Tuckera
ma postac
VIL@Z' ) y) =0,
vyL (:L’ ’ y) = 07

czyli jest to ukltad n 4+ m réwnan z n + m niewiadomymi (z,y):

0

Vf(z)+y'Ve(z) =0,
0,

c(x)

ktéry mozna rozwigzac albo analitycznie albo ktéras z metod iteracyjnych, na przykiad metoda
Newtona.

W przypadku, gdy dla punktu z* bedacego rozwiazaniem zadania (2.7) zbiér ograniczen ak-
tywnych A(x*) jest pusty (wéwczas oczywicie nie moga wystepowaé ograniczenia réwnosciowe),
to wszystkie mnozniki Lagrange’a sg réwne zeru. W tej sytuacji teza twierdzenie Kuhna—Tuckera
sprowadza si¢ do warunku koniecznego dla zadania minimalizacji bez ograniczen: V f(z*) = 0.

Cwiczenie 2.3.21 Wyznaczy¢ punkty Kuhna—Tuckera dla ponizszego zadania. Otrzymane
wyniki poréwnac z éwiczeniem 2.3.2(c).

minimalizowaé —21 — X9
wzgledem 1z = (71, 15) € R?
przy ograniczeniach 22 — 19 <0,

2422 -1<0.

Warunki Kuhna—Tuckera sa w przypadku spelienia warunkéw regularnosci jedynie warunk-
ami koniecznymi istnienia minimum. Jesli jednak daje si¢ z postaci zadania minimalizacji z
ograniczeniami wywnioskowac, ze posiada ono rozwiazanie optymalne i punkt Kuhna-Tuckera
(x*, y*) okre§lony jest jednoznacznie, to albo z* jest rozwiazaniem optymalnym tego zadania albo
rozwigzanie to jest osiagniete w punkcie, w ktérym nie jest spelniony podstawowy warunek reg-
ularnosci. Natomiast z braku punktéw Kuhna—Tuckera nie mozna wycigga¢ wnioskéw o braku
rozwigzan zadania.

Cwiczenie 2.3.22 Wyznaczy¢ punkty Kuhna—Tuckera dla ponizszego zadania. Otrzymane
wyniki poréwnaé z rozwiazaniem przyktadu 2.3.2(d).

minimalizowac x5 + 23
wzgledem T = (71,12) € R?
przy ograniczeniu —(z; — 1)3 + 22 = 0.

Uwaga 2.3.23 Dla dowolnego punktu Kuhna—Tuckera (Z, ) zadania minimalizacji z ograniczeni-
ami (2.7) zachodzi réwno$¢ f(z) = L(Z, i) niezaleznie od spelnienia badZ niespelienia warunkéw
regularnoéci. Ponadto dla zadania (2.7) z ograniczeniami wylacznie nieréwnosciowymi i dla
dowolnego punktu Kuhna—Tuckera (Z, ) mamy

f(x) = L(z,y) = max L(z,y),

y=>0

gdyz T jest rozwigzaniem dopuszczalnym tego zadania. Zauwazmy ponadto, ze

{ fz)dlaze X

sup L(z,y) = +oo dlaz ¢ X

y=>0
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i wobec tego zadanie minimalizacji z ograniczeniami (2.7) mozna zapisaé w réwnowaznej mu
postaci zadania minimalizacji bez ograniczen

minimalizowaé sup,sq L(z, )
wzgledem x € R".

Niestety, to ostatnie zadanie nie musi by¢ rézniczkowalne.

Przypuéémy teraz, ze zadanie minimalizacji rézniczkowalnej z ograniczeniami (2.7) jest zadaniem
minimalizacyi wypuktej, czyli jest ono postaci

minimalizowaé f(x)
wzgledem x e R”
przy ograniczeniach a x = b;, i€ E={1,..,m},

ci(x) <0, iel={m+1,..p}

gdzie funkcje f,c¢;, i € I sa wypukle. Bez szkody dla ogdlnosci rozwazan mozemy przyjac, ze, w
zadaniu tym wystepuja wylacznie ograniczenia nieréwnosciowe, czyli, ze jest ono postaci

minimalizowaé f(z)
wzgledem — x € R” (2.18)
przy ograniczeniach ¢;(z) <0, i€ 1,

gdzie funkcje f,¢;, 7 € I sa wypukle.

Twierdzenie 2.3.24 Dane jest zadanie minimalizacji wypuktej (2.18). Jesli punkt (x*,y*) €
R™ x R™ jest punktem Kuhna—Tuckera, tzn.

Vf(r)+ ZZEI)\VCZE ;:0,
ci(lr) <0, 1€l
A >0, 1€l (2.19)
Nici(z) =0, 1€1,

to x* jest rozwigzaniem globalnym tego zadania. Jesli ponadto funkcja [ jest scisle wypukta
lub przynajmniej jedno z ograniczen aktywnych jest scisle wypukte i odpowiadajgcy mu mnoinik
Lagrange’a jest dodatni, to rozwigzanie jest okreslone jednoznacznie.

Dowéd. Niech 2/ € X = {z € R" : ¢(x) < 0,i € I} i niech (z*,y*) bedzie punktem
Kuhna—Tuckera. Poniewaz y* > 0 i ¢(z') < 0, wiec

f@) = f@)+yTe() (220)
> flat)+ (@ — ) V@) + ) M(a@) + (@ — 2 Ve(a)),

el

v

gdyz fic;,i € I sgwypukle. Z warunkéw KT otrzymujemy Afc;(x*) = 01V f(z*)+>_,c; A\ Vei(a*) =
0. Zatem f(z') > f(x*) czyli z* jest rozwiazaniem globalnym tego zadania. Zalézmy teraz, ze
spetnione sa zalozenia drugiej czedci twierdzenia. Wowezas, na mocy twierdzenia 1.7.25(ii),
druga z nieréwnosci (2.20) jest ostra. Zatem z* jest jedynym rozwiagzanie zadania (2.18). m

Widzimy wiec, ze warunki K'T sa warunkami wystarczajacymi istnienia rozwigzania zadania
minimalizacji wypuklej. Nie sa to jednak warunki konieczne, chyba ze spelniony jest podstawowy
warunek regularnosci.
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Przyklad 2.3.25 Rozwazmy zadanie

minimalizowaé T1 + To
wzgledem (71, 17) € R?

przy ograniczeniach Ty > 23,
) S 0.

Zauwazmy, ze punkt (0,0) jest rozwiazaniem optymalnym tego zadania, a nie odpowiada mu
zaden punkt KT.

Podamy teraz kilka przykladéw zadan minimalizacji wypuklej z ograniczeniami.

Przyklad 2.3.26 Dany jest uklad rownan Az = b, gdzie A jest macierza typu m x n, x € R",
b € R™. Przypu$émy, ze uklad ten posiada rozwigzanie (dla uproszczenia zalézmy, ze A ma
peten rzad wierszowy, czyli r(A) = m). Wiadomo, ze zbiér rozwigzan tego uktadu M = {z
€ R" : Ax = b} jest podprzestrzenia afiniczng. Niech £ € R". Wyznaczymy rzut metryczny
Pyz. Oczywiscie, rzut ten istnieje i jest wyznaczony jednoznacznie, poniewaz M jest zbiorem
domknietym i wypuklym. Zauwazmy, ze wyznaczenie rzutu Py,Z jest rownowazne rozwigzaniu

zadania
minimalizowa¢ ||z — z|?
wzgledem reR" (2.21)
przy ograniczeniach Ax =b.

Jest to zdanie minimalizacji wypuklej z ograniczeniami. OczywiScie dla dowolnego punktu x € M
spemliony jest warunek regularnosci ograniczen Kuhna—Tuckera, gdyz wszystkie ograniczenia sg
liniowe. Zatem dla punktu z* bedacego rozwigzaniem zadania (2.21) istnieje wektor mnoznikéw
Lagrange’a y*. Wyznaczymy punkt Kuhna—Tuckera. Funkcja Lagrange’a ma postaé

1
L(z,y) = 5lle = P + o (Az — b)

za$ warunki Kuhna—Tuckera — postac

r—z+ ATy =0,
Az =b.

Mnozac pierwsze réwnanie lewostronnie przez A otrzymamy po skorzystaniu z drugiego réwnania,
i po prostych przeksztalceniach jedyny punkt KT (z*,y*), gdzie

y* = (AAT) " (Az - D),
ot =7 — AT(AAT)"Y(Az — b).

Zwréémy uwage na to, ze AAT jest macierzg nieosobliwg, gdyz zalozyliémy, ze A jest pelnego
rzedu wierszowego. 7 istnienia i jednoznacznoS$ci rzutu metrycznego otrzymujemy wiec, ze

Py (Z) =7 — AT(AAT) 1 (Az —b). (2.22)
W przypadku, gdy z = 0, otrzymamy rozwiazanie o najmniejszej normie uktadu Az = b:
Py (0) = AT(AAT) 0. (2.23)
W przypadku, gdy b = 0, mamy M = ker A i wzér (2.22) przyjmie postaé

P a(T) =7 — AT(AAT) 1 Az, (2.24)
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Poréwnujac wzory (1.5) i (2.24) widzimy, ze dowolny punkt Z w przestrzeni R” mozemy roztozy¢
na sume jego rzutéw ortogonalnych na ker A i im AT, gdzie P, 4r(7) = AT(AAT)"1Az.

Nietrudno sprawdzi¢, ze dla macierzy A pelmego rzedu wierszowego macierz AT (AAT)™1 jest
macierzg pseudoodwrotng Moore’a—Penrose’a macierzy A, czyli jedyng macierzg A+ speliajaca
warunki AATA = A, ATAAT = AT (AAT)T = AAT i (ATA)T = AT A. Mozemy wigc napisac,
ze

Bura(®) = (I = AT A)(&) | Pyar(z) = A" A(2)

Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie, ze wzory te sa réwniez stuszne bez zakladania tego, ze
A ma pelny rzad wierszowy.

Jesli zbiér M ma postat M = {x € R" : Az < b} i jest niepusty, to wyznaczenie rzutu Py (Z)
jest znacznie trudniejsze, a w istocie nie ma wzoru na Py/(Z). Rzut ten mozna wyznaczy¢ itera-
cyjnie stosujac pewien algorytm. Do zagadnienia tego wrécimy przy omawianiu programowania
kwadratowego.

Przyklad 2.3.27 Dany jest uklad réwnan Ax = b, gdzie A jest macierza niezerows typu m x n,
zas b € R™, przy czym nie zakladamy, ze uklad ten posiada rozwiazanie. W wielu zastosowaniach,
na przyktad w uczeniu maszynowym, rozwaza si¢ liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw

o, . ) 1 2
minimalizowat f(z) = 5||Az — b|| (2.95)
wzgledem x e R™

oraz nastepujace liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw z ograniczeniem

minimalizowaé f(z) = || Az — b||?
wzgledem r €R” (2.26)

przy ograniczeniu ||z|* < p?,

gdzie p > 0. Jest to oczywiScie zadanie minimalizacji wypuklej z ograniczeniami, a wiec dla
dowolnego punktu KKT (z,\), = jest rozwigzaniem zadania (2.26). Ponadto zadanie to posi-
ada rozwigzanie na mocy twierdzenia Weierstrassa. Oznaczmy przez p, norme dla rozwiazania
zadania (2.25). Zgodnie z przykladem 2.2.3 mamy x* = A™b, czyli

po = [lAD|. (2.27)

Rozwazmy dwa przypadki:

(i) p > po- Wowczas oczywiScie rozwigzanie o najmniejszej normie zadania zadania (2.25)
jest jednoczeénie rozwigzaniem zadania (2.26). W przypadku, gdy r(A) = r(A,b) < n, ukltad
Az = b ma nieskoniczenie wiele rozwiazan, zatem zadanie (2.25) ma réwniez nieskoficzenie wiele
rozwigzan.

(ii) p < py. Napiszmy funkcje Lagrange’a dla tego zadania:

1
L(w, A) = 5l Az = b” + A= ]* = p*)-

Warunki Kuhna—Tuckera maja postac

AT(Az —b)+2xz = 0
|l < p?

A >0

AMlz[* = p*) = 0
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Zwr6éémy uwage na to, ze dla punktu KKT (z,\) zachodzi A > 0, gdyz z uwagi na p < p,
ograniczenie zadania jest aktywne, czyli ||z|| = p. Skoro A > 0 i ograniczenie jest $cisle wy-
pukle, wigc na mocy twierdzenia 2.3.24 zadanie (2.26) posiada dokladnie jedno rozwigzanie. 7
pierwszego warunku KKT otrzymujemy wigc

=1\ = (ATA+2XI)" 1 ATD. (2.28)

Zauwazmy przy tym, ze macierz AT A + 2\I jest dodatnio okreSlona, a wiec jest nieosobliwa.
Mnoznik Lagrange’a A musi by¢ dobrany tak, aby spelione bylo ograniczenie ||z()\)|* = p*>. W
tym celu zastosujemy metode Newtona do rozwiazania réwnania h(\) := ||z(A)||> — p* = 0. Po
kolei pokazemy, ze (a) limyo A(A) > 0, (b) limy—, ;o < 0, (c) h jest malejaca i (d) h jest wypukta.

(a) Pokazanie, ze limy|g h(\) > 0 jest do$¢ zmudne. Posluzymy sie tutaj rozkladem macierzy
A na wartoéci osobliwe, A = UXVT, gdzie U jest macierzg ortogonalng typu m x m, V jest
macierzg ortogonalng typu n X n i X jest macierza diagonalng typu m X n o elementach na
gléwnej przekatnej 0,1 = 1,2, ...,p = min{m,n}, gdzieo; >0y > ... >0, > 0,41 =... =0, =0
dla pewnego r = 1,2, ...,p. Mamy wéwczas

ATA=VvyTev?T,
AT =VvytuT,
A+TA+ —_ UE+TE+UT

pp = b USTISTUTS. (2.29)
Macierz 7% typu n x n ma posta¢ 7Y = diags, gdzie s = (03,03, ...,02,0,...,0), macierz
———
n—p
STTST typu m x m ma postaé SIS = diag(07?, 0572, ...,0,%,0, ...,0). Ponadto mamy
m—p
(ATA+20D)F = (VTS +22N)VH) P =V(STS +201) V7T
1 1 1 1 1
= Vdiag(— , =5 T e p— A
o 42X\ 05 4+ 2\ o2 +2)\° 2\ 2\
n—p
w konsekwencji
1 1 1 1 1
ATA+20])7? = V di —5 e —5) VT
(A47A+22) 8T o 2 o2 ) T )
~
n—p
Zatem z réwnoéci (2.28) mamy
1 1 1 1 1
MNP = vUEdi 5y =) S UTD
HfE( )H ( 1ag<<0’%+2>\)27 (U%+2)\)2’ ,(U%+2)\)2’4)\2’ 74)\2)
~—
n—p

2

2 2
— YU & 0, 0)U”D.
Udina((o o o3t e (o2 v e O

m—p

Oznaczajac y := UTb mamy wiec

r 2

eI =Y ﬁ (2.30)

j=1
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Z zalozenia p < p, 1 z réwnosci (2.27) i (2.29) otrzymujemy wiec

r 2 r
limh(X) =1 M = p? > 1 MII? = p2 =1 —_— —
i) = OV — > i e OO = i 3 P =D

J= J=
(b) Oczywiscie limy_, 4o f(\) = —p? < 0.
(c) Pokazemy, ze h jest malejaca. W tym celu policzymy jej pochodna. Z réwnoSci (2.30)
otrzymujemy

dh(\) - y?
4 7 .
\ 2 GEIY

(d) f jest funkcja wypukla na [0, 4+00), bo

d?h(\) _ Y2
=21y .
e 2 (024201

Teraz réwnanie h(\) = 0 mozemy rozwiazaé iteracyjnie stosujac metode Newtona

dh( k)
dA

gdzie \g > 0 jest takie, aby h(X\g) > 0. Wéwczas ciag Ay bedzie zbiezny do jedynego miejsca
zerowego funkcji f.

Dotychczas przyjmowaliSmy, ze parametr p > 0 jest ustalony. Przeanalizujmy teraz, jak
bedzie zmienia¢ sie mnoznik Lagrange’a A w zalezno$ci od zmiany p € (0,400). Z rozwazan
przedstawionych wyzej wynika, ze dla p > p, mamy A(p) = 0. Niech teraz p < p,. Poniewaz
|z(X)]|? jest funkcja malejaca zmiennej A, wiec rozwigzanie réwnania ||z(\)||* = p* maleje wraz
ze wzrostem p € (0, py), a wiec A jest malejaca funkcja zmiennej p.

Rozwazmy teraz zadanie

Aer1 = A — ( )th(N),

minimalizowa¢ f(z) = i||Az — b||? + a|z|?,

wzgledem r e R (2.31)

gdzie o > 0. Zadanie to nazywa si¢ reqularyzacjq Tichonowa zadania najmniejszych kwadratéw.
Regularyzacje te stosuje sie na przyktad w uczeniu maszynowym w przypadku, gdy zadanie (2.25)
nie ma jednoznacznego rozwigzania. Jest to zadanie mocno wypukle ze wzgledu na mocno wy-
pukly sktadnik regularyzacyjny «||z||?. Zatem posiada ono jednoznacznie okre$lone rozwiazanie.
Nietrudno zauwazy¢, ze rozwigzanie to ma postac

v = (ATA+ 2a0) 1 ATD. (2.32)

Poréwnujac wzory (2.28) i (2.32) widzimy, ze dla parametru p > 0 w zadaniu (2.26) dobranego
tak, aby A = a oba zadania (2.26) i (2.31) sa sobie réwnowazne.

Przyklad 2.3.28 Dane jest zadanie programowania liniowego w tzw. postaci klasycznej:

maksymalizowaé clx

wzgledem x € R"
przy ograniczeniach Az < b,
x>0,

(2.33)

gdzie ¢ € R", b € R™ i A jest macierzg typu m x n. Przedstawimy posta¢ warunkéw Kuhna—
Tuckera dla tego zadania. Przypisujac ograniczeniom Ax —b < 0 wektor mnoznikéw Lagrange’a
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y € R™, za$ ograniczeniom —z < 0 — wektor mnoznikéw Lagrange’a u € R", otrzymamy funkcje
Lagrange’a L : R" x R™ x R™ w postaci

L(z,y,u) = —c'x +y"(Az — b) — u” x.
Warunki Kuhna—Tuckera przyjma postac

—c+ ATy —u =0,
Ax < b,

x>0,

y =0,

u > 0,
yT(Al'—b)ZO,

ulz = 0.
Czytelnikowi pozostawimy dowdd tego, ze uklad ten jest réwnowazny ukladowi

Ax <b,

ATy >,
x>0, (2.34)

y >0,

cl'a = bly.

Rozwazmy teraz zadanie
minimalizowaé by
wzgledem y e R™
przy ograniczeniach ATy > c,
y > 0.

(2.35)

Zadanie to nazywa sie zadaniem dualnym do zadania (2.33). Zauwazmy, ze dla pary (z,y) €
R"™ x R™ rozwiazan dopuszczalnych zadan (2.33) i (2.35) (lub inaczej dla rozwigzan czterech
pierwszych nieréwnosci uktadu (2.34)) zachodza nieréwnosci

e < (ATy)'z =y Az < y'b = by,

czyli optymalna warto$¢ funkcji celu zadania (2.33) nie przewyzsza optymalnej wartosci funkeji
celu zadania (2.35). Jest to tzw. slabe twiedzenie o dualnoéci dla zadania programowania
liniowego. Jesli wiec para (z*,y*) jest rozwiazaniem ukladu (2.34) (przypominamy, ze jest on
réwnowazny warunkom KT dla zadania (2.33)), to x* jest rozwigzaniem optymalnym zadania
(2.33), za$ y* jest rozwiazaniem optymalnym zadania (2.35) (poréwnaj [Ceg02, Twierdzenie
4.2.1]). Ogolniejszy fakt (dla zadania minimalizacji wypuklej) podamy w ustepie 2.4.
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2.3.2 Warunki regularnosci ograniczen

Podstawowy warunek regularno$ci ograniczen wystepujacy w twierdzeniu Karusha—Kuhna—Tuckera
jest generalnie trudny do bezposredniego sprawdzenia. Dlatego czesto zastepuje sie go jed-
nym z mocniejszych warunkéw, ktéreo sprawdzenie jest duzo prostsze. Podamy teraz kolekcje
warunkéw wystarczajacych na to, aby dla zadania minimalizacji z ograniczeniami (2.7) w danym
punkcie dopuszczalnym Z byt spelniony byt warunek regularnosci Kuhna—Tuckera Ty;, (%) = T(Z)
(zwany tez warunkiem regularnoéci Abadiego). Spehienie jednego z tych warunkéw pociaga wiec

w szczegblnosci spetnienie podstawowego warunku regularno$ci.

Definicja 2.3.29 Niech 7 € X. Jedli wszystkie ograniczenia aktywne i € A(Z) sa liniowe, to
méwimy, ze w punkcie T speliony jest warunek regularnosci (ograniczen) Karlina.

Twierdzenie 2.3.30 Niech © € X. Je§li w punkcie T spetniony jest warunek reqularnosci
Karlina, to w punkcie tym spetniony jest warunek regularnosci Kuhna—Tuckera lub Abadiego
(ang. Abadie constraint qualification — ACQ).

Dowéd. Niech € X. Przypu$émy, ze ograniczenia i € A(Z) s liniowe. Poniewaz T € X,
wiec zgodnie z uwaga 2.3.7 zbiér T'(Z) nie zmieni sie po usunieciu ograniczen nieaktywnych. Po
ich usunieciu pozostang tylko ograniczenia liniowe i wobec tego T'(z) = T};,(Z). =

Definicja 2.3.31 Niech 7 € X. Jedli gradienty wszystkich ograniczen aktywnych i € A(Z) sa
liniowo niezalezne, to méwimy, ze w punkcie T spetniony jest warunek reqularnosci (ograniczen)
Fiacco-McCormicka (ang. linear independence constraint qualification — LICQ).

Twierdzenie 2.3.32 Niech © € X. Je§li w punkcie T spetniony jest warunek reqularnosci
Fiacco-McCormicka (LICQ), to w punkcie tym spelniony jest warunek regularnosci Kuhna—
Tuckera.

Dowdéd. Niech 7 € X i niech wektory a; = Ve;(Z),i € A(Z) beda liniowo niezalezne. Bez
szkody dla ogdélnoSci rozwazan mozemy przyjac, ze A(z) = {1, ....l}. Uzupehlijmy te wektory o
wektory b;,i = [+1,...,n do bazy w R". Oznaczmy J = [a4, ..., a;, bj41, ..., b,]. Niech s € T}, (Z).
Pokazemy, ze s € T'(Z). W tym celu dla ustalonego ¢t € R rozwazmy uktad n réwnan ze wzgledu

na r:
ri(z,t) = ¢i(z) — tal's = 0, i=1,..,1,
ri(z,t) =bl(x —7) —tbls=0, i=1+1,..,n

ktéry bedziemy zapisywaé skrétowo 7(x,t) = 0. Dla t = 0 uklad ten posiada rozwigzanie x = .
Ponadto dla dostatecznie matych ¢ > 0 kazde rozwigzanie [ pierwszych réwnan powyzszego
ukladu (a wigc i kazde rozwiazanie x calego ukladu) jest rozwiazaniem dopuszczalnym. Wynika
to z postaci zbioru T};,(Z) danej réwnoScia (2.15). Zauwazmy, ze J = V,r(Z,t) i ze macierz
ta typu n X n jest nieosobliwa, poniewaz jest pelnego rzedu kolumnowego. Zatem — zgodnie z
twierdzeniem 1.5.16 o funkcji uwiklanej — réwnanie r(x, t) = 0 przedstawia w pewnym otoczeniu
punktu (z,0) € R™ x R funkcje  : R — R™ taka, ze r(z(t),t) = 0. Ponadto funkcja ta jest
okreslona jednoznacznie i jest klasy C;. Oznaczmy

dr(t)  [dx(t) dx,(t)

dt | dt 777 dt |’
Or1 (2(0),0) O (2(1).1)

o1 D1
Vr(@(t),t) = | on@o.y — orae).
oGl orlel

ot ot
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oraz
ary (x(t),t) Irn (x(t),t)

Do o1
or1 (z(t),t) O ((1),t)

B .

or(x(t),t) _ (Grl(x(t),t) Orn(x(t),t)
ot ' ot ot

Mamy oczywiscie

)= —stlay, ...,a, b1,y oy by] = =57,

oraz d(zc(l?’t) = [dﬁt), 1]. Stosujac teraz wzoér na pochodng funkcji zlozonej (patrz twierdzenie

1.5.13) otrzymamy w otoczeniu punktu (z,0)

dr(x(t),t)
dt
= DD ), 0
dt ’
[dw(t) 1} [ Vwr(£(t2,t) }

it or(a(t).)

rie)8)
_dax(t)

_ dx(t) T
= -Var(z(t),t) — s J,

0 =

or(z(t),t)
ot

czylidlat =0

0= (dfg))to -V, (2(0),0) — sTJ.

Biorac pod uwage, ze V,r(x(0),0) = J mamy wiec

O:(dx_(t)) . J—=3sTJ
dt =0

Poniewaz macierz J jest nieosobliwa, wiec mnozac powyzsza réwnost z prawej strony przez
dx(t)
dt

ze s € T(z). Zatem Ty, (Z) C 7:’(5) Poniewaz inkluzja w druga strone jest zawsze prawdziwa
(patrz lemat 2.3.12), wiec T};,(Z) = T'(Z), czyli spelniony jest warunek regularnoSci ograniczen
Kuhna-Tuckera. m

macierz J ! otrzymamy ( ) = 5T, co zgodnie z definicjg kierunku dopuszczalnego oznacza,
=0

Definicja 2.3.33 Niech 7 € X. Jedli gradienty wszystkich ograniczen réwnosciowych V¢;(Z),
i € E, sa liniowo niezalezne oraz istnieje wektor d € R", taki ze d’ V¢;(Z) < 0 dla wszystkich ak-
tywnych ograniczen nieréwno$ciowych i € I(7)id? Ve;(Z) = 0 dla wszystkich ograniczen réwnos-
ciowych i € E, to méwimy, ze w punkcie Z speliony jest warunek regularnoci (ograniczen)
Mangasariana—Fromovitza (ang. Mangasarian—Fromovitz constraint qualification — MFCQ).

’,

Cwiczenie 2.3.34 Sprawdzi¢, ze dla zadania

minimalizowaé To
wzgledem r e R?
przy ograniczeniach —x9 <0

I’l—l’géo
—$1—£B2§0
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w punkcie x = 0 speliony jest warunek regularnoéci Mangasariana—Fromovitza (MFCQ), nato-
miast nie jest spetniony w tym punkcie warunek reqularnosci Fiacco-McCormicka (LICQ).

Twierdzenie 2.3.35 Niech x € X. Jesli w punkcie T spelniony jest warunek regularnosci
Mangasariana—Fromovitza (MFCQ), to w punkcie tym spelniony jest warunek reqularnosci Kuhna—
Tuckera.

Dowdd pomijamy, a zainteresowanych odsytamy do podrecznika Geigera i Kanzowa [GKO02,
twierdzenie 2.41].

Uwaga 2.3.36 Jesli spelniony jest warunek regularnoéci Fiacco-McCormicka (LICQ), to spelmiony
jest warunek regularno$ci Mangasariana—Fromovitza (MFCQ). Istotnie. Przypuéémy, ze gradi-
enty wszystkich ograniczen aktywnych Ve¢;(Z), ¢ € EU I(T), stanowia liniowo niezalezny uktad
wektoréw. Oczywiscie ich liczba nie moze przekroczy¢ n. Oznaczmy

A = [Vep(z), Vere (@), A,

gdzie kolumny bloku A’ stanowia uzupelnienie uktadu zlozonego z pozostatych kolumn tej macierzy
do bazy w R". Takie uzupeknienie istnieje, gdyz uktad ztozony z kolumn dwéch pierwszych blokéw
jest liniowo niezalezny, zgodnie z warunkiem regularno$ci Fiacco-McCormicka. Niech r = #1(Z)
i niech b = [0, —eT,0]7 € R™ x R" x R""™". Poniewaz A jest macierza nieosobliwa, wiec uktad
réwnan A”d = b posiada dokladnie jedno rozwigzanie. Nietrudno zauwazy¢, ze rozwigzanie to
spelia warunki d?Ve;(zZ) = 0 dlai € E i d'Ve(z) = —1 dlai € I(Z). Speliony jest wiec
warunek regularnosci Mangasariana—Fromovitza.

Kolejny warunek regularnosci stosowany jest dla zadan minimalizacji wypuktej. Zbiér rozwigzan
dopuszczalnych ma wéwczas postac

X={zecR":alz=bdaicE, c(z)<0dlaiecI}, (2.36)

gdzie ¢; : R" — R, ¢ € I, sa funkcjami wypuklymi.

Definicja 2.3.37 Przypuéémy, ze w zadaniu (2.7) wszystkie ograniczenia réwnoSciowe sa lin-
iowe, za$§ ograniczenia nieréwnoSciowe sg wypukte. Mdéwimy, ze spelniony jest warunek regu-
larnosci (ograniczen) Slatera (ang. Slater costraint qualification — SCQ), jeSli istnieje punkt
dopuszczalny 2’ € X, taki ze ¢;(z') <0 dlai € [.

W przeciwienistwie do innych warunkéw regularnodci, warunek Slatera dotyczy zadania (2.7),
a nie konkretnego punktu dopuszczalnego tego zadania.

Twierdzenie 2.3.38 Jesli dla zbioru rozwigzan dopuszczalnych X postaci (2.36) spetniony jest
warunek Slatera, to w dowolnym punkcie dopuszczalnym x spelniony jest warunek reqularnosci
ograniczen Kuhna—Tuckera T);, (%) = T(Z).
Dowéd. Niech z € X bedzie dowolny. Oznaczmy
Tii(T) ={s €R":als =0dlai € E oraz Ve;(7)'s < 0dlai € I(z)}.

Dowdéd podzielimy na kilka etapow.
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(a)

Niech punkt 2’ € X bedzie taki, ze al2’ = b; dlai € E i ¢;(2') < 0 dla i € I. Pokazemy,
ze wowczas

Istotnie. Na mocy wypuklodci funkcji ¢; mamy dla dowolnego 2’ € X
0> ci(z') > ¢;(z) + Veg(x)T (2! — 7),

1 €1, oraz
T

a; (x

'~ Z)=al2 —alT=b—b =0,

i € E. Zatem s = 2/ — T € Ty (Z), a wiec T (T) # 0.
Pokazemy, ze

Tul2) C T(2). (2.37)
Niech s € T;,,,(Z) bedzie wektorem unormowanym. Dla i € £ mamy

ajx(t) = al (¥ +ts) = al T +ta] s = b;.

Niech £ > 0 bedzie takie, ze dla € B(Z,¢) zachodza nieréwnoéci ¢;(x) < 0 dla i ¢ I1(Z).
Takie ¢ istnieje na mocy ciaglodci funkcji ¢;. Niech z(t) = Z +ts dla 0 < t < e. Rozwinmy
funkcje ¢;, 1 € I(z), we wzoér Taylora w otoczeniu punktu z. Mamy

ci(z(t)) = ci(@) + ts' Ve (T) + o(t),
czyli

t —— t
<0 v

—0 gdy t—0+

W konsekwencji ¢;(z(t)) < ¢;(z) < 0 dla ¢ € I(z) i dla dostatecznie malego ¢ > 0.

Otrzymalismy wiec, ze z(t) € X. Zatem s € T(z), gdyz s = 2= ﬁ(tiff

Cl(x(t)) — CI(ZE) _ STVCZ'(Q_?) + 0<t)

L L= limg o4
Pokazemy teraz, ze
cl Tt (Z) = Tiin(T)
Niech s € T};,(Z) i niech s € T},,4(T). Zauwazmy, ze dla dowolnego A € [0, 1)
s(A) = As+ (1 = N)s" € T;u(T).
Dalej mamy

lim s(A) = s € Tn(T).

A—1—
Otrzymalismy wiec, ze

Inkluzja przeciwna jest oczywista, gdyz iloczyn skalarny jest funkcja ciagta.

Na mocy (2.37) i lematu 2.3.12 mamy
Tou(#) € T(2) C Tion(2).

Inkluzja (2.38) oraz fakt, ze dwa ostatnie zbiory w powyzszych inkluzjach sa domkniete
daja
Tin(7) € A Thoa(7) € T(7) C Tisn (7).
Stad
Tiin(7) = T'(1),
czyli speliony jest warunek regularno$ci Kuhna—Tuckera, zwany inaczej warunkiem Abadiego

(ACQ).
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Zaleznosci miedzy poszczegdlnymi warunkami regularnosci mozemy ujac w nastepujacy schemat

KCQ
I
TCQ) — [WFOQ — [CQ] — [BiC)
f
SCQ

Uwaga 2.3.39 Z twierdzenia 2.3.38 wynika, ze warunek Slatera ma charakter globalny, w prze-
ciwienstwie do innych warunkéw regularnosci ograniczen.
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2.3.3 Warunki rzedu drugiego istnienia minimum

Przypomnijmy, ze w warunkach koniecznych /wystarczajacych dla zadan minimalizacji bez ograniczen
wystepuje stacjonarnoéé i nieujemna/dodatnia krzywizna funkcji celu. W ustepie 2.3.1 pokazal-
iSmy, ze dla zadan minimalizacji z ograniczeniami warunkiem koniecznym rzedu pierwszego jest
stacjonarno$¢ funkcji Lagrange’a (przy zaj$ciu podstawowego warunku regularnosci). Mozemy
wiec sie spodziewac, ze w warunkach rzedu drugiego dla tych zadan wystepowaé bedzie nieu-
jemna/dodatnia krzywizna funkcji Lagrange’a. Rzeczywiscie tak jest, przy czym krzywizna ta
dotyczy kierunkéw dopuszczalnych.
W ustepie tym zakladamy, ze funkcje f,c;, i € E'U I sg klasy Cs.

Definicja 2.3.40 Macierz

PL(zy) 9L(zyy) 9?L(z,y)
023 0x10z2 Tt 9z10zn
O?L(z,y) 02L(zy) 9?L(z,y)
. 2 Ox20x Ox2 Tt Oxz90zn
W(z,y) = Vi, Lz, y) = o & ”
PL(zy) 92L(z,y) % L(z,y)
O0xn0x1 OxnO0xa o o2

nazywamy hesjanem funkcji Lagrange’a L(x,y) = f(x) +yTc(x).

Poniewaz funkcje f,¢;, i € E U sa klasy Cy, wiec macierz W (z,y) jest symetryczna.

Warunki rzedu drugiego dla ograniczen réwnosSciowych

Rozwazmy zadanie minimalizacji z ograniczeniami wylacznie réwno$ciowymi, czyli zadanie (2.7),
w ktérym I = ().

Twierdzenie 2.3.41 (warunki konieczne rzedu drugiego) Niech dla zadania minimaliza-
cJi z ograniczeniami réwnoSciowymi

minimalizowaé f(x)
wzgledem — x € R™ (2.39)
przy ograniczeniach c¢;(x) =0, i€ E={1,...,m},

1stnieje lokalne rozwigzanie optymalne x*, dla ktdrego spelniony jest podstawowy warunek regu-
larnosci. Niech y* bedzie odpowiadajgcym temu rozwigzaniu wektorem mnoinikow Lagrange’a.
Wowczas funkcja Lagrange’a ma w punkcie (z*,y*) nieujemng krzywizne w kazdym kierunku
dopuszczalnym, czyli

Vier@y s W(z*,y")s > 0. (2.40)

Dowéd. Niech z* bedzie rozwiazaniem optymalnym zadania (2.39) i niech w punkcie tym
spelniony bedzie podstawowy warunek regularnosci. Woéwczas na mocy twierdzenia Kuhna-
Tuckera istnieje odpowiadajacy temu rozwiazaniu wektor mnoznikéw Lagrange’a y*. Wezmy
teraz s € T(x*). Istnieja wiec ciagi & | 01 xp € X, zp, — x*, takie, ze s = % — 8.

Oznaczmy dj, = z, — x* = tgs,. Jasne jest, ze c(x* + di) = 0 1 w konsekwencji
[ +di) = L(z" + di,y)

dla dowolnego y. Na mocy uwagi 2.3.23 mamy f(z*) = L(z*,y*). Zatem, po rozwinieciu funkcji
Lagrange’a we wzor Taylora z reszta Peana w otoczeniu punktu (z*, y*) mamy

fl®) < f(x* +di) = L(a™ + dy,y*) =
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* * * * 1 * *
L™, y") + dp VoL@, y™) + 5di W (2™, y7)d + o[l 1),
(z*) 0
:f x* =
czyli

1
stest W™,y sk + o([lde?) = 0.

Po podzieleniu przez t; > 0 otrzymamy

1 d.||?
—sEW (a*,y")sp + ollle]l") 2k|| ) > 0.
Poniewaz o e

t i1
wiec granicy mamy
sSTW(z*,y%)s > 0.

Twierdzenie 2.3.42 (warunki wystarczajace rzedu drugiego) Niech dla zadania minimal-
izacji z ograniczeniami rownosciowymi (2.39) istnieje punkt Kuhna—Tuckera (z*,y*) (np. spetniony
bedzie podstawowy warunek reqularnosci). Jesli funkcja Lagrange’a ma w punkcie (x*,y*) dodat-
niq krzywizne w kazdym niezerowym kierunku dopuszczalnym, czyli

Vogser@) S W5, y")s >0, (2.41)
to punkt x* jest rozwigzaniem optymalnym tego zadania.

Dowdéd. (szkic). Najpierw rozwija si¢ funkcje Lagrange’a we wzoér Taylora z reszta La-
grange’a. Nastepnie, podobnie jak w dowodzie twierdzenia 2.2.2, korzystajac z twierdzenia 1.4.8
pokazuje sie, ze sTW*s > \sT's dla pewnej stalej A > 0. =

Niech s € T'(z*), s # 0. Zgodnie z lematem 2.3.12 i z ré6wnoScia 2.15 zachodza réwnoSci
(Vei(z*) s =0,i=1,2,...,m. (2.42)

Ten uklad réwnai opisuje podprzestrzen liniowa ker(Ve(z*))? wymiaru p > n — m. Niech
Z :={z, ..., 2p} bedzie bazg tej podprzestrzeni i niech Z = [z, ..., z,]. Bez szkody dla ogélnoci
rozwazan zatézmy, ze speliony jest warunek LICQ (macierz A := (Ve(z*))? jest pelnego rzedu
wierszowego), woéwczas p = n — m. W razie potrzeby mozemy bowiem usunaé ograniczenia ak-
tywne w punkcie x*, ktérych gradienty sa liniowo zalezne od pozostatych. Przy spemieniu LICQ
w punkcie z* mamy T'(x*) = Tj;, (2*) = ker(Ve(z*))T (patrz twierdzenie 2.3.32). Pokazemy teraz
inny sos6b zapisu warunkéw (2.40) i (2.41). W tym celu zapiszmy macierz A w postaci blokowej
A :=[Ap, Ay], gdzie Ap jest macierza nieosobliwa (Ap nazywamy macierza bazowa, za§ Ay —
macierza niebazowa). Zgodnie z twierdzeniem Kfoneckera—Capellego dowolne rozwiagzanie uktadu
_AB‘/E?NIN }, gdzie zy jest (n — m)-wymiarowym

—A]§1 Aeri

wektorem parametréw. Przyjmujac zy = e; otrzymamy wektor z; := ], gdzie

(2.42) mozemy zapisat w postaci s = {

€;
e; € R"™™ jest i-tym wersorem jednostkowym, ¢ = 1,2, ...,n — m. Wektory z;,7 =1,2,....n —m
stanowig baze przestrzeni ker(Ve(z*))?, zaé macierz Z . ktérej kolumnami sg z;, i = 1,2, ...,n—m,

ma postac
. —AE;AN
Z = [ I .
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Niezaleznie od przyjetej bazy Z przestrzeni ker(Ve(z*))?, dowolny wektor s € ker(Ve(z*))T ma
postat s = Zu, gdzie u € R"™. Zatem warunki (2.40) i (2.41) mozemy zapisaé w postaci

Vuern-—m ul ZTV2 L(x*,y*)Zu >0

Voruern-m u' ZTV2 L(z*,y*) Zu > 0.

Inne sposoby wyboru macierzy Z bedg przedstawione w ustepie 4.1.1. Macierz Z7'V2 L(x*,y*)Z
nazywa sie hesjanem zredukowanym (ang. reduced Hessian) Zatem twierdzenia 2.3.56 i 2.3.42
mozemy przedstawi¢ w nastepujacych postaciach.

Twierdzenie 2.3.43 Niech dla zadania minimalizacji z ograniczeniami réwnosciowymi (2.39)
istnieje lokalne rozwigzanie optymalne z*, dla ktérego spetniony jest LICQ. Niech y* bedzie
odpowiadajgcym temu rozwigzaniu wektorem mnoinikow Lagrange’a. Wowczas hesjan zredukowany
ZTN2 L(z*,y*)Z jest okreslony nieujemnie, czyli

Vuern-m  u’ ZTN2 L(z*,y*)Zu > 0. (2.43)

Twierdzenie 2.3.44 Niech dla zadania minimalizacji z ograniczeniami réwnosciowymi (2.39)
istnieje punkt Kuhna—Tuckera (z*,y*) (np. spetniony bedzie LICQ)) i niech Z bedzie macierzq
typu n X p, ktorej kolumny stanowiq baze przestrzeni ker(Ve(z*))T. Jesli hesjan zredukowany
ZTV2 L(x*,y*)Z jest okreslony dodatnio, czyli

Vosruern-m u' Z'NV2 L(z*,y*) Zu > 0, (2.44)
to punkt x* jest rozwigzaniem optymalnym tego zadania.

W wielu podrecznikach, szczegélnie z zakresu ekonomii matematycznej, powyzsze twierdzenie
zapisywane jest przy uzyciu tzw. hesjanu obrzezonego.

Definicja 2.3.45 Macierz

Vi L(z,y) Ve(@)

H(z,y) = VZL("LU y) = (VC(J:))T 0

(2.45)

nazywamy hesjanem obrzezonym (ang: bordered hessian).

Zauwazmy, ze szL(x, y) = Ve(z) oraz V?EyL(:c, y) = (Ve(z))?, gdzie Ve(z) := [Vey (), ... Vep(z)]
oznacza macierz Jacobi’ego odwzorowania c : R®™ — R™. Wobec tego hesjan obrzezony mozemy
przedstawi¢ w postaci blokowej

| VR L, y) 0 | (Ve@)T 0
albo w postaci rozwinietej
9% L(x,y) 9?L(x,y) Oci(x) Ocm () ]
x3 Tt Qz10zn Oz1 T Ox1
%2!2(;41) o 325(?@ 8(691(30) o Bcam(w)
o= | B R W e
1 Tn
Bcn;(x) 3c7,;(:c) : :
| 8—I1 e 81‘” 0 .« e O i
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Przyklad 2.3.46 Dane jest zadanie minimalizacji kwadratowe;j

minimalizowac f(z) = 327Gz + Tx
przy ograniczeniach Ax = b,

posiadajace rozwigzanie optymalne x*, gdzie GG jest nieosobliwg macierzg symetryczng typu n xn,
c € R™ za§ A jest macierza typu m x n. Bes szkody dla ogélnosci rozwazan mozemy zalozy¢, ze
macierz A ma liniowo niezalezne wiersze. Oznacza to, ze speliony jest warunek LICQ. Zgodnie
z twierdzeniem KKT istnieje punkt Kuhna-Tuckera (z*,3*) dla tego zadania. Uklad KT ma
postac

Gr+ Ay = —c
Az = b

G AT x| | —c
A 0 y| | b |’
Zauwazmy, ze macierz tego uktadu jest hesjanem obrzezonym tego zadania. Mozna pokazac, ze

uklad ten ma doktadnie jedno rozwiazanie (ogdlniejszy fakt pokazemy w lemacie 2.3.61), zatem
hesjan obrzezony dla tego zadania jest macierza nieosobliwa.

albo w zapisie blokowym

Hesjan obrzezony jest czesto przestawiany w réwnowaznej postaci

0 (Ve(a)T ]

e = { Velr) VE,L(z.y) (247)

wynikajacej z rézniczkowania najpierw wzgledem mnoznikéw Lagrange’a, a potem wzgledem
zmiennych zadania. W dalszej czeSci bedziemy uzywac tej ostatniej konwencji. W postaci
rozwinietej hesjan obrzezony mozna wiec zapisac jako

B Oci () Oci(z) 1
0 . 0 81—931 . 82%
: . 667;;(:1?) acn;,(r)
0 0 o Sy
H(z,y) = | de@) dem(x)  92L(zy) 9L (x,y) (2.48)

ox1 ox1 83?% O0x10Tn
Oci(z) dcm (x)  O2L(zy) 9% L(z,y)

L Oz, Oxn Oxn0x1 o2 i

Niech H;(z,y) oznacza i-ty wiodacy minior gléwny hesjanu obrzezonego H(x,y) danego
réwnoscig (2.48), i =1,...,n+ m, czyli H;y(z,y) =0dlai=1,....,m, i

B Oc1 () dci (z)

0 0 ox1 OTi—m

0 0 Ocpm () Ocm ()

ox1 81‘i—m

Hi<x7 y) = det dcy () Ocm () 8% L(z,y) 9?L(x,y)

oxy o Bx% 0r10%;—m

ey (x) Ocm () 9% L(z,y) 9% L(z,y)

| OTi—m O0Ti—m 0x;i_moxy Bzim ]
dla i = m + 1,....,n + m. Bez szkody dla ogélnosci rozwazan mozemy przyjac, ze m < n.

Zachodzi nastepujace twierdzenie, ktére pozostawiamy bez dowodu. Zainteresowanych odsytamy
do artykulu [Man13].
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Twierdzenie 2.3.47 Niech (z*,y*) € R" x R™ bedzie punktem Kuhna—Tuckera dla zadania
minimalizacji z ograniczeniami réwnosciowymi (2.39). Zatézmy, ze Ve(z*) jest petnego rzedu
kolumnowego (spetniony jest LICQ). Jesli

(=1)™H;(z*,y*) >0 (2.49)
dla i =2m+1,....,n+m, to punkt z* jest rozwigzaniem optymalnym tego zadania.

Zalozenie o pelym rzedzie kolumnowym macierzy Ve(z*) mozna w zasadzie opuécic¢. Jesli
bowiem ono nie zajdzie, to nietrudno zauwazy¢, ze H, . (x*,y*) = 0, gdyz pierwsze m kolumn
hesjanu obrzezonego bedzie liniowo zaleznych.

Korzystanie z twierdzenia 2.3.47 dla duzych n i m < n jest do$¢ niewygodne. Trzeba bowiem
woéwcezas obliczyt n —m wyznacznikéw wysokiego stopnia. W tej sytuacji lepiej jest korzystac z
twierdzen 2.3.43 i 2.3.44, gdzie wystarczy zbada¢ okreslono$¢ hesjanu zredukowanego wymiaru
n —m.

Uwaga 2.3.48 Twierdzenie 2.3.47 podaje jedynie warunki wystarczajace na to, aby dany punkt
x* byt rozwigzaniem zadania (2.39). Nawet jeSli zastapimy w nieréwnoSci sotre stabymi w (2.49),
to nie beda one warunkami koniecznymi. Dokladniej: Jesli punkt z* jest rozwigzaniem opty-
malnym zadania (2.39) dla ktérego istnieje wektor mnoznikéw Lagrange’a y* (ma to miejsce
na przyktad wéwczas, gdy w punkcie x* speliony jest podstawowy warunek regularnodci),
to dla hesjanu obrzezonego H(x*,y*) nie musza zachodzi¢ nieréwnosci (—1)"H; > 0 dla i =
2m+1,...,n +m. Innymi stowy zajscie tych nier6wnosci te nie jest warunkiem koniecznym os-
iggania minimum z ograniczeniami nawet przy speiieniu podstawowego warunku regularnoSci.

Cwiczenie 2.3.49 Dane jest zadanie minimalizacji kwadratowej

minimalizowaé f(z) = 12"Gr + T

przy ograniczeniach Ax = b,

gdzie G = [ gn gu } i A= [ay,as]. Poréwna¢ dla tego zadania warunki (2.44) i (2.49).
12 922

Przyklad 2.3.50 Rozwazmy zadanie

minimalizowaé  f(x1,22) = 22 — (12 — 1)2
wzgledem x = (21, 22)
przy ograniczeniu 2+ ai=1.

Funkcja Lagrange’a ma postac
L(z,\) = 27 — (2 — 1) + A(2] + 25 — 1).
Nietrudno zauwazy¢, ze punkt z* = (0,1) jest rozwiazaniem tego zadania. Ponadto punkt

(x*,\") = (0,1,0) jest punktem KT, ale hesjan funkcji Lagrange’a

s 20
nie jest okreslony. Zauwazmy jednak, ze T'(z*) = {s = (01,02) € R? : 05 =0} i sTW (2*, \*)s =
202 > 0 dla dowolnego kierunku dopuszczalnego s € T'(z*). Widzimy wigc, ze zgodnie z twierdze-
niem 2.3.41 funkcja Lagrange’a ma nieujemng krzywizne w dowolnym kierunku dopuszczal-
nym. Krzywizna ta jest nawet dodatnia, co zgodnie z twierdzeniem 2.3.42 réwniez pozwala
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na stwierdzenie, ze punkt x* jest rozwigzaniem zadania. Mozemy to réwniez wywnioskowac z
twierdzenia 2.3.44. Jako baze w (jednowymiarowej) przestrzeni ker(Ve(x*))T = Ty, (2*) = T(x*)
mozemy wzia¢ z = (1,0)7. Wéwczas hesjan zredukowany ma postac

ZTW (2*, \)Z = [1,0] {(2) _02} {H =2>0,

a wiec jest on dodatnio okreslonym, a wiec x* jest rozwigzaniem zadania. Zauwazmy przy okazji,
ze hesjan obrzezony ma postac

00 2
H(z*X)=10 2 0 |,
2 0 -2
zatem H3 = —8 < 0. Wobec tego z twierdzenia 2.3.47 wynika réwniez, ze x* jest rozwigzaniem

zadania.

Cwiczenie 2.3.51 Wyznaczy¢ punkty KT dla zadania

minimalizowa¢ f(z) = $[(z1 — 1)? + 23]
wzgledem T = (11,72) € R?
przy ograniczeniach  c(z) = —x1 + &5 = 0,

gdzie § > 0 jest parametrem. Zauwazy¢, ze dla dowolnego 5 > 0 punktowi z* = (0, 0) odpowiada
mnoznik Lagrange’a.

(a) Dla jakich § speliony jest warunek konieczny rzedu drugiego w punkcie x*?
(b) Dla jakich 8 speliony jest warunek wystarczajacy rzedu drugiego w punkcie z*?7
(c) Dla jakich  punkt z* jest rozwiazaniem zadania?

Przyklad 2.3.52 Niech A bedzie niezerows macierza typy m X n. Znany jest fakt, ze || Al :=
SUD||zj=1 [[AT| = /Amax(AT A) oraz, ze kres ten jest osiagnigty dla x € R" bedacego wektorem
wlasnym odpowiadajacym najwigkszej wartoSci wlasnej macierzy AT A (patrz wnioski 1.4.14 i
1.4.15). W oparciu o warunek konieczny rzedu drugiego pokazemy, ze kres ten jest osiagniety
wylacznie dla takich punktow. W tym celu rozwazymy zadanie

minimalizowat¢ f(x) = —||Az||?
przy ograniczeniu |z||* = 1.

i niech = bedzie jego rozwigzaniem. Jest jasne, ze dla dowolnego dopuszczalnego punktu x
speliony jest warunek LICQ. Zgodnie z warunkami rzedu pierwszego, istnieje mnoznik La-
grange’a A taki, ze spetnione sg warunki KKT:

—ATAz+ Xz = 0,
l=]* = 1.

Po pomnozeniu pierwszego warunku przez z! otrzymamy \ = [|Az|?. Poniewaz AT A jest
nieujemnie okreslona, istnieje macierz ortogonalna U i macierz diagonalna D o nieujemnych
elementach d; na gléwnej przekatnej, i = 1,2,...,n, takie ze ATA = UDU?. Bez szkody dla
ogoélnosci rozwazan mozemy przyjac, ze dy = dy = ... = dp > dpyy1... > dp > dypyy = ... =d,, =0
dla pewnego r = 1,2, ...,n. Pierwszy warunek KKT zapisujemy w postaci

AT Az = Mz, (2.50)



2.3. WARUNKI ISTNIENIA MINIMUM DLA ZADAN ROZNICZKOWALNYCH Z OGRANICZENIAMI:

czyli
Du = \u, (2.51)

gdzie v = UTx. Zatem otrzymaliémy uklad jednorodny
(dj — )\)U] = O, ] = 1, 2, ., n. (252)

Hesjan funkcji Lagrange’a wynosi W (x, \) = —2AT A 4+ 2X\I. Poniewaz ||z|| = 1, wigc nietrudno
zauwazy¢, ze kierunek s jest dopuszczalny w punkcie r wtedy i tylko wtedy, gdy s’z = 0. Zatem
warunek konieczny rzedu drugiego ma postac

s"W(z,A)s = 28" (A\[=A"A)s = 25" (\UUT=UDU")s = 2(U"s)" (AI-D)(U"'s) = Y ~(A—d;)v} >0

j=1

dla v = UTs i dla dowolnego s € R™ speliajgcego warunek s’z = 0. Zgodnie z twierdzeniem
Cramera uklad (2.52) posiada niezerowe rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy A = d; dla pewnego
j=1,2,...,r. Pokazemy, ze w istocie A\ = d;, co wobec \ = || Az||* oznacza, ze minimalna warto$¢
funkcji celu wynosi —d;. Przypu$émy wiec, ze A < dy. Woéwcezas z (2.52) wynika, ze u; = 0.
Niech s = Uwv, gdzie v = (1,0, ..,0). Dla takiego s zachodzi

sTW(z,\)s = Z()\ - dj)vjz =\ —d; <0,

=1
przy czym s spelia warunek s’z = 0, gdyz
sTe =sTUU s = (UTs)T(UT2) = vTu = 0.

Pokazaliémy wiec, ze punktu (x, \) warunek rzedu drugiego nie jest speliony, a wiec uzyskana
sprzeczno$¢ dowodzi, ze A = dy, co wobec réwnoSci (2.50) oznacza, ze x jest wektorem wlasnym
odpowiadajacym najwiekszej wartosci wlasnej macierzy A7 A.

Warunki rzedu drugiego dla ograniczen nieréwnosciowych
Wprowadzimy najpierw pewne pojecia.

Definicja 2.3.53 Niech (z*,y*) bedzie punktem KT zadania minimalizacji z ograniczeniami
(2.7). Zbior
AL ={i:ie Elub \] >0}

nazywa sie zbiorem ograniczen mocno aktywnych, zas element tego zbioru — ograniczeniem mocno
aktywnym. Ograniczenie aktywne, ktére nie jest mocno aktywne nazywa sie ograniczeniem stabo
aktywnym.

Uwaga 2.3.54 Ograniczenie mocno aktywne jest ograniczeniem aktywnym. Fakt ten wynika
z warunku komplementarnosci (2.17e). Oznaczmy symbolem I ograniczenia nieréwnosciowe
mocno aktywne. Dla danego punktu KT (z*,y*) ograniczenia zadania mozemy przedstawi¢ w
nastepujacym diagramie:

ograniczenia
7\

A% A\ Ay

* * * *
Eur] u NI U [N
N—— —— N——

mocno aktywne  slabo aktywne  nieaktywne
A >

VvV
ograniczenia aktywne
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Uwaga 2.3.55 To czy dane ograniczenie jest mocno badZz stabo aktywne zalezy nie tylko
od rozwigzania lokalnego x* problemu 2.7, ale réwniez od wektora mmnoznikéw Lagrange’a y*
odpowiadajacego punktowi z*. Przypominamy, ze na mocy twierdzenie Kuhna—Tuckera mamy
zagwarantowane istnienie przynajmniej jednego takiego wektora, o ile spetniony jest podstawowy
warunek regularnosci. Moze sie jednak zdarzy¢, ze dla danemu rozwigzaniu lokalnemu odpowiada
wiele takich wektoréw. Okazuje sie jednak, ze w przypadku, gdy spelniony jest warunek regu-
larno$ci Fiacco-McCormicka (LICQ) dla danego rozwiazania lokalnego x* problemu 2.7 istnieje
doktadnie jeden wektor mnoznikéw Lagrange’a. Fakt ten udowodnimy w kolejnym ustepie (lemat
2.3.61).

Niech (z*,y*) bedzie punktem KT zadania minimalizacji z ograniczeniami (2.7). Rozwazmy
pomocnicze zadanie

minimalizowaé f(z)
wzgledem r € R" (2.53)
przy ograniczeniach ¢;(x) =0, i€ AL '

ci(x) <0, 1€ A*\ A%

Powstalo ono przez modyfikacje zadania (2.7) w ten sposéb, ze dla punktu KT (z*, y*) usunieto
ograniczenia nieaktywne w punkcie x*, za$§ ograniczenia nieréwnosciowe mocno aktywne zastapi-
ono ograniczeniami réwnosciowymi. Zbidr rozwigzan dopuszczalnych dla tego zadania oznaczac
bedziemy symbolem X7, za$ zbiér kierunkéw dopuszczalnych dla tego zadania — symbolem
T («*) lub w skrécie T' oraz zbiér kierunkéw dopuszczalnych dla ograniczen zlinearyzowanych

tego zadania — symbolem T’ ;,, (2*) lub w skrécie T7;;,. Mamy wiec
Him =15 :8TVei(z*) =0dlai€ A%, sTVe(2*) <0 dlaie A"\ A%}

Podobnie jak w lemacie 2.3.12 mamy 17 C T7, .. Aby sformulowa¢ warunki konieczne rzedu
drugiego bedziemy potrzebowaé¢ warunku regularno$ci ograniczen postaci

T—Ti = j:lin'
Dla zadania (2.53) jest to oczywiScie warunek regularnoSci ograniczen Kuhna —Tuckera. Za-
uwazmy, ze T7 C T*, 17, C T oraz ze w przypadku braku nieréwnoSciowych ograniczen
mocno aktywnych (np. dla zadania wylacznie z ograniczeniami réwnoSciowymi) zachodza réwnoSci
w ostatnich dwéch inkluzjach.

Twierdzenie 2.3.56 (warunki konieczne rzedu drugiego) Niech x* bedzie punktem dopuszczal-
nym zadania (2.7) i niech w punkcie tym spelniony bedzie podstawowy warunek regularnosci
T(x*) N D(z*) = Tyn(z*) N D(x*). Jesli x* jest lokalnym rozwigzaniem zadania (2.7) i y*
odpowiadajgcym mu wektorem mnoinikéw Lagrange’a i jesli zachodzi warunek reqularnosci ograniczen
T—t = Tj;lirw to

sTW*s > 0. (2.54)

vseTilin

Dowdéd. Niech s € T7}
tr | 01z, € X5, o — 27, takie, ze s, =

Woéwcezas na mocy zatozen twierdzenia s € T7. Istniejg wiec ciggi
T —x*
123
A =0dlai ¢ A%. Wobec tego f(xr) = L(zk,y*). Oznaczmy dj, = , — 2* = ts,. Rozwijajac

teraz funkcje Lagrange’a we wzér Taylora w otoczeniu punktu (z*, y*) otrzymamy

f(x*) < flag) = L(wg, y*) = L(x™ + dy,y*) =

lin®
— 5. Mamy wiec ¢;(x;) = 0 dla i € A% oraz

* * * * 1 * *
L(z*,y") + d'V,.L(z*,y") + §d§‘5W($ ) dy, + o([|di|?) =
—f(x®) =0
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* 1 * %
F@) + 5tesiW (2™, y7) sk + ol [del”)
Dalej postepujemy podobnie jak w dowodzie twierdzenia 2.3.41. m

Twierdzenie 2.3.57 (warunki wystarczajace rzedu drugiego) Jesli (z*,y*) jest punktem
Kuhna—Tuckera zadania (2.7) i jesli
sTW*s > 0, (2.55)

lin

VO;ﬁSGTJ’*r
to x* jest izolowanym rozwigzaniem lokalnym tego zadania.

Dowdéd. jest podobny do dowodu twierdzenia 2.3.42 z wykorzystaniem pewnych wiasnoSci
uzytych réwniez w dowodzie twierdzenia 2.3.56. m

Uwaga 2.3.58 W przypadku, gdy dla punktu KT (2*,y*) brak jest ograniczen stabo akty-
wnych, warunki wystarczajace rzedu drugiego dla zadania z ograniczeniami réwnoSciowymi
(2.39) i dla zadania z dowolnymi ograniczeniami (2.7) sa sobie réwnowazne. Podobna uwaga
dotyczy warunkéw koniecznych rzedu drugiego.

Uwaga 2.3.59 W przypadku, gdy zbiér ograniczen aktywnych A(z*) jest pusty (wéwczas
oczywiScie nie moga wystepowaé ograniczenia réwnoSciowe), to wszystkie mnozniki Lagrange’a
sa réwne zeru i T'(x*) = R™. W tej sytuacji zalozenia powyzszego twierdzenia sprowadzaja sie
do dodatniej okre§lonosci hesjanu funkcji celu, czyli do warunkéw wystarczajacych dla zadania
minimalizacji bez ograniczen.

Przyklad 2.3.60 Rozwazmy zadanie

minimalizowaé f(z) =a% + 23,

wzgledem T = (11, 72) € R,

przy ograniczeniach 4x; + 3xq > 25,
T S 4.

Funkcja Lagrange’a L : R? x R? ma postac
L(z,y) = 22 + 235 + M\ (—4x1 — 3w9 + 25) + \o(z1 — 4).

Warunki KKT maja postac

oL

oy

oL

Oy

4x1 4 329

T

A1, Ag

A (—4zy — 3xe + 25)
)\2(1‘1 — 4)

2$—4)\1+/\2:O

25

I IV IA IV
o o o

Punkt (2z*,y*) = (4,3,2,0) jest punktem KKT i w punkcie tym spemmiony jest warunek regu-
larno$ci Fiacco-McCormicka (LICQ) — gradienty ograniczen aktywnych sa liniowo niezalezne.
Pierwsze ograniczenie jest mocno aktywne (A] # 0), drugie za$ stabo aktywne (A5 = 0). Zatem

Tiim ={s €ER® : 4s1 + 35, = 0,8 <0}
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Zatem dowolny element zbioru T, jest postaci (s1, —5s1), gdzie s; < 0. Hesjan funkcji La-
grange’a ma postac

* _ 72 * 0k 20

czylidla s € T%;;,, s # 0, mamy

20 s 16
T * 4 1 2 2
SWSZ[Sl —§Sl]|:0 2:||:_4 :|:281+§Sl>0'

Widzimy wiec, ze warunek (2.55) jest speliony, a wiec x* = (4, 3) jest rozwiazaniem zadania.
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2.3.4 Rola mnoznikéw Lagrange’a

Mnozniki Lagrange’a dostarczaja waznych informacji, z ktérych korzysta sie w réznych meto-
dach minimalizacji. Najpierw podamy warunki wystarczajace na to, aby wektor mnoznikéw
Lagrange’a byt okreslony jednoznacznie.

Lemat 2.3.61 Niech zadanie minimalizacji (2.7) posiada rozwigzanie optymalne x* i niech w
punkcie tym spetniony bedzie warunek reqularnosci Fiacco-McCormicka (LICQ). Woéwczas ist-
nieje doktadnie jeden wektor mnoznikéw Lagrange’a y* odpowiadajgcy punktow: z*.

Dowdéd. Istnienie wektora mnoznikéw Lagrange’a wynika z twierdzenia Kuhna—Tuckera i
z twierdzenia 2.3.32. Pokazemy jego jednoznaczno$¢. Niech y* bedzie wektorem mnoznikéw
Lagrange’a odpowiadajacym punktowi z*. Oznaczmy

J =Ve(x*) = (Ve ("), ..., Ve, (27)),

Niech J' bedzie podmacierza macierzy J powstalg przez usuniecie w niej kolumn odpowiadaja-
cych ograniczeniom nieaktywnym w punkcie 2*, czyli J' = J4(,+). Podobnie, niech ¢ bedzie wek-
torem powstaltym z wektora y* przez usuniecie wspélrzednych odpowiadajacych ograniczeniom
nieaktywnym w punkcie x*. Zgodnie z zalozeniem, macierz J' ma pehy rzad kolumnowy.
Poniewaz (z*,y*) jest punktem KT, wiec ¢* + Jy* = 0. Zauwazmy, ze Jy* = J'y'. Wobec
tego g* + J'y’ = 0. Mnozac ostatnig réwnos¢ z lewej strony przez J'7 i po skorzystaniu z faktu,
ze macierz J'I'.J' jest nieosobliwa otrzymamy

y/ — —(J,TJ/)_IJITg*.

Z warunkéw komplementarnosci (2.17e) wynika, ze pozostale wspéhrzedne wektora y* sa réwne
zeru. Zatem wektor mnoznikéw Lagrange’a jest okreSlony jednoznacznie. m

W dalszej czeSci tego ustepu rozwaza¢ bedziemy zadanie minimalizacji z ograniczeniami
réwnosciowymi
minimalizowaé f(z)
wzgledem  z € R" (2.56)
przy ograniczeniach ¢;(z) =0, i€ E,

gdzie funkcje f i ¢;,1 € E sa rézniczkowalne.
Podamy teraz interpretacje mnoznikéw Lagrange’a dla tego zadania.

Lemat 2.3.62 Niech zadanie minimalizacji z ograniczeniami réwnoSciowymi (2.56) posiada
rozwigzanie optymalne x* i w punkcie tym spetniony bedzie warunek reqularnosci Fiacco—McCormicka
(LICQ). Niech (x*,y*) bedzie odpowiadajgcym mu punktem KT. Jesli \; <0, to dla zadania

minimalizowaé f(x)
wzgledem reR”

przy ograniczeniach c¢;(x) =0, i € E;i#j
cj(z) <0.

1stnieje dopuszczalny kierunek spadkowy.
Dowéd. Niech d € R™ bedzie rozwigzaniem ukladu réwnan

Vei(z*)'d = 0,i€ E,i#j, (2.57)
Vei(a)'d = —1.
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Takie rozwigzanie istnieje na mocy twierdzenia Kroneckera—Capellego bo wektory Ve;(z*),i € E
sa na mocy zalozenia liniowo niezalezne. Poniewaz punkt (z*,y*) jest punktem KT, wiec

V(") + Z AV (z*) =0

i€E
i w konsekwencji
Vi) d==) NVe(z*)Td= )\ <0. (2.58)
i€k
Rozwazmy teraz zadanie
minimalizowaé f(x)

wzgledem reR"
przy ograniczeniach ¢;(z) =0, i€ E,i#j
Cj (JI) S 0.

Zauwazmy, ze dla tego zadania w punkcie x* spelniony jest warunek regularnosci Kuhna—Tuckera
Tin(2*) = T(x*), gdyz dla zadania (2.56) w punkcie z* speliony jest warunek regularnoéci
Fiacco-McCormicka. Poniewaz wektor d spelnia uklad réwnan (2.57), wiec

d € {s:Vea(z*)'s=0,i€ E,i+#j, Ve;j(z*)'s <0}
= Tun(z*) = T(z%).

Z nieréwnoéci (2.58) wynika, ze d € D(z*), a wigc d € T'(z*) N D(x*), czyli w punkcie z* istnieje
dopuszczalny kierunek spadku funkcji f. =

Zaburzmy jedno z ograniczen w zadaniu (2.56), czyli rozwazmy zadanie

minimalizowaé f(x)
wzgledem reR"

przy ograniczeniach ¢;(z) =0 i€ E,i#j
¢i(x) =1,

gdzie j € F, zakladajac — podobnie jak w lemacie 2.3.62 — spelienie LICQ. Zobaczymy teraz, jak
zaburzenie to wplywa na zmiane optymalnej wartosci funkcji celu. Przypu$émy, ze rozwigzanie
optymalne z(t) zaburzonego zadania zmienia sie w sposéb ciagly w zaleznosci od zaburzenia t.
Niech L(z,y,t) bedzie funkcja Lagrange’a tego zadania, czyli

L(z,y,t) = f(z) + Z Nici(z) + Aj(cj(x) —t).
i#]

Dla dostatecznie malego ¢, dla zaburzonego zadania spelniony jest warunek regularnosci Fiacco—
McCormicka w punkcie x(t), gdyz gradienty ograniczen sa ciagle oraz warunek ten spemiony jest
w punkcie z*. Wobec tego istnieje punkt KT (z(t),y(t)) dla t € [0,¢) dla pewnego ¢ > 0. W
szczegolnosei (x(0),y(0)) = (2*,y*). Optymalna wartos¢ funkcji celu dla zaburzonego zadania
wynosi f(x(t)). W szczegdlnosci f(x(0)) = f*. Poniewaz f(z(t)) = L(x(t),y(t),t) (patrz uwaga
2.3.23), wiec korzystajac ze wzoréw na pochodne czastkowe funkcji zlozonej 1 z warunkéw KT
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otrzymamy

df ((t)) dL(z(t),y(t), 1)

dt d
= PO, 1ar),pi0).1)
+d3—g)ny(m(Q,y(t),t1+ 1. aL(m(tg’ty(t)’t)
= =) :
df@(0) _

W szczegdlnosci ==, —A;. Widzimy wige, ze mnoznik Lagrange’a A} jest réwny szybkosci
spadku optymalnej wartoSci funkcji celu wzgledem zmiany prawej strony j-tego ograniczenia.
Wiasno$¢ ta bedzie wykorzystana w niektérych metodach minimalizacji. Wiasno$¢ o podobnym
charakterze zachodzi dla zadania programowania liniowego (poréwnaj skrypt Programowanie
liniowe [Ceg02, Uwaga 4.2.10 h)]).
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2.4 Elementy teorii dualnoSci

Chodzi mi o to, aby jezyk gietki powiedzial wszystko, co pomysli glowa.

J. Stowacki
2.4.1 Zadanie pierwotne i dualne
Rozwazmy zadanie minimalizacji z ograniczeniami w postaci
minimalizowa¢ f(z)
wzgledem xr € X, (2.59)

przy ograniczeniach ¢;(z) <0, iel={1,..,m}

gdzie X jest pewnym podzbiorem R". Zbiér X moze przyjmowac rézne postaci, np. X = R"”,
X = R%, X = Z". Czasami niektére z ograniczef nieréwnosciowych wigcza si¢ do zbioru X.
Zbiér rozwiazan dopuszczalnych dla zadania (2.59) ma postac

X={zeR":zeX ¢r) <0,icl},
za$ funkcja Lagrange’a L : X x Y — R — postac
L(z,y) = f(x) +y"c(z),
gdzie Y = R™ i ¢(x) = (¢1(2), .., ¢ (2)). Zdefiniujmy funkcje Lp : X — R
Lp(z) =sup L(z,y),
yeyY

gdzie R = [—00, +-00]. Zauwazmy, ze

Lo - { 1) et <o

+00 poza tym.
Wobec tego zadanie (2.59) mozna zapisa¢ w postaci

minimalizowa¢ Lp(z)
wzgledem z € X.

Zdefiniujmy funkcje Lp : Y — R

zeX

i rozpatrzymy zadanie
maksymalizowa¢ Lp(y)

wzgledem y €Y. (2.60)

Definicja 2.4.1 Zadanie (2.60) nazywa sie zadaniem dualnym do zadania (2.59). Zadanie (2.59)
nazywa si¢ wowczas zadaniem pierwotnym.

Uwaga 2.4.2 Zadanie (2.60) mozna zapisa¢ w postaci

maksymalizowaé L(u,y)
wzgledem (u,y) € R" x R™
przy ograniczeniach u € X,y € Y, L(u,y) = infex L(x, y).

Wéwezas zbidr
Xp={(u,y) eR"xR":ueXyeVY, Lluy) = iIé}fgL(x,y)}

nazywamy zbiorem rozwigzan dopuszczalnych zadania dualnego, a pare (u,y) € Xp — para dualnie
dopuszczalng.
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2.4.2 Twierdzenia o dualnoSsci

Twierdzenie 2.4.3 (slabe twierdzenie o dualnosci) Niech x € X i niech (u,y) € Xp.
Wowczas

f(x) = L(u,y).
Dowéd. Dla x € X idla (u,y) € Xp mamy

fle) > Lz,y) > L(uy)
bo zeX,yeY bo (u,y)€EXp

|
Uwaga 2.4.4 Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami nieréwnos¢ w twierdzeniu mozemy dla x € X
idla (u,y) € Xp zapisaé w postaci

Lp(l‘) > LD(y)>

za$ cale twierdzenie — w postaci

inf sup L(zx,y) > sup inf L(x,y). 2.61
nf sup (z,y) sup 1nf (z,y) (2.61)

Réznice miedzy lewa a prawa strong powyzszej nieréwnoSci nazywamy lukq dualnodci (ang.
duality gap).

Zal6zmy teraz, ze rozpatrywane przez nas zadanie minimalizacji (2.59) jest wypukle i rézniczkowalne,
czyli f,c;,1 € I, sa wypukle, rézniczkowalne i, ze X = R". Mamy wéwczas

Xp ={(z,y) e R" x R™: V. L(z,y) =0,y > 0},

gdyz funkcja wypukta okre§lona na R™ osigga minimum wtedy i tylko wtedy gdy jej gradient sie
zeruje. Zatem zadanie dualne do zadania minimalizacji wypuklej rézniczkowalnej ma postac

maksymalizowaé L(z,y)
wzgledem (r,y) € R* x R™ (2.62)
przy ograniczeniach V, L(z,y) =0,y > 0.

Zadanie to nazywa sie¢ w ogélnym przypadku (nawet bez zaktadania wypuklodci) zadaniem du-
alnym w sensie Wolfe’a.

Twierdzenie 2.4.5 (mocne twierdzenie o dualno§ci) Jesli o* jest rozwigzaniem zadania
minimalizacyi wypuktej rozniczkowalnej

minimalizowaé f(z)
wzgledem reR"
przy ograniczeniach c¢;(x) <0, i€l

1 jeslt w punkcie tym spelniony jest podstawowy warunek reqularnosci
T(z*)N D(x*) = Typ(z™) N D(x™)

(np. spetniony jest warunek Slatera), to punkt KT (x*,y*) dla tego zadania jest rozwigzaniem
zadania dualnego (2.62). Ponadto minimalna wartos¢ funkcji celu zadania pierwotnego i maksy-
malna wartosé funkcji celu zadania dualnego sq sobie réwne, tzn. f(x*) = L(z*, y*).



94 ROZDZIAL 2. WARUNKI ISTNIENIA MINIMUM

Dowdéd. Przy spemieniu zalozeni twierdzenia istnieje punkt KT (z*, y*) na mocy twierdzenia
Kuhna—Tuckera. Punkt ten jest oczywiScie dualnie dopuszczalny. Ze slabego twierdzenia o
dualno$ci mamy f(z*) > L(z,y) dla (z,y) € Xp. Z warunkéw Kuhna—Tuckera otrzymujemy
L(z*,y*) = f(2*). Zatem L osiaga maksimum na Xp w punkcie (z*,y*). m

Uwaga 2.4.6 Mocne twierdzenie o dualnosci podaje warunki wystarczajace na to, aby luka
dualnoéci byta réwna zeru.

Przyklad 2.4.7 Rozwazmy zadanie programowania liniowego w postaci
minimalizowaé cl'z
wzgledem reR"?

przy ograniczeniach ATz >b

Zadanie dualne w sensie Wolfe’a ma postac

maksymalizowaé e+ yl(b— ATx)
wzgledem (z,y) € R" x R™
przy ograniczeniach ¢ — Ay =0,

y=>0.

Eliminujac z z funkcji celu (korzystajac z réwnoSci ¢ — Ay = 0) otrzymamy zadanie

maksymalizowaé by

wzgledem y € R™

przy ograniczeniach Ay = c,
y =0,

ktore jest zadaniem programowania liniowego w postaci standardowej. Zgodnie z mocnym
twierdzeniem o dualnosci, jeSli zadanie pierwotne posiada rozwigzanie optymalne, to zadanie
dualne réwniez je posiada i wartoSci optymalne obu zadan sg sobie réwne.

Cwiczenie 2.4.8 Podac¢ postat zadania dualnego w sensie Wolfe’a do zadania programowania
liniowego w postaci

minimalizowaé cl'z

wzgledem reR”

przy ograniczeniach ATz > b,
x> 0.

Przyklad 2.4.9 Rozwazmy zadanie programowania kwadratowego w postaci

minimalizowaé s2'Gr+ g'x
wzgledem reR"
przy ograniczeniach A%z > b,

gdzie GG jest macierza dodatnie okreSlong. Poniewaz funkcja celu jest mocno wypukla, wiec
zadanie to posiada rozwigzanie optymalne, o ile tylko ograniczenia sa niesprzeczne. Zadanie don
dualne w sensie Wolfe’a ma postac

maksymalizowaé 12T Gr + gTx + y" (b — ATx)
wzgledem (z,y) € R x R™
przy ograniczeniach Gx +g— Ay =0,y > 0,
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Z ograniczenia rownosciowego mozemy wyznaczy¢ x. Otrzymamy
r=G1Ay — G lg.
Wstawiajac je do funkcji celu otrzymamy zadanie

maksymalizowaé —syTATG Ay + y" (b + ATG tg) — 397G g
wzgledem y e R™,
przy ograniczeniach y >0

réwnowazne zadaniu

minimalizowaé syTATG Ay — yT (b + ATGg)
wzgledem y € R™
przy ograniczeniach y >0

Zadanie dualne do zadania programowania kwadratowego jest wiec znowu zadaniem programowa-
nia kwadratowego. Zgodnie z mocnym twierdzeniem o dualnoSci, zadanie dualne posiada rozwigzanie
optymalne i wartoSci optymalne obu zadan sg sobie réwne.

2.4.3 Zastosowanie: relaksacja Lagrange’a

Opiszemy teraz pewng metode, tzw. metode relaksacji Lagrange’a, stosowang miedzy innymi
w zadaniach programowania liniowego catkowitoliczbowego. W zadaniach tych czesto wys-
tepuja ograniczenia, ktére sg niewygodne przy bezposrednim rozwiazaniu zadania. Przyktadem
tego moze by¢ zagadnienie komiwojazera, dla ktérego takim niewygodnym ograniczeniem jest
ograniczenie wyrazone stownie ”krétkie cykle sg zabronione”, a ktére mozna przedstawi¢ réwniez
w postaci odpowiednich nieréwnosci. Ze wzgledu na zastosowania przedstawimy wiec relaksacje
Lagrange’a dla zadania programowania liniowego catkowitoliczbowego postaci

minimalizowaé cTr

wzgledem x €L (2.63)
przy ograniczeniach ATz > b,

dla ktérego ograniczenia nieréwnoéciowe rozbito na dwie czesci: ATx > by i ATz > by, gdzie

) b
A:[Al,AQ]lb: |: !
by

wiec powiedzie¢, ze pewne (niewygodne) ograniczenia zostaly wlaczone do zbioru X. Rozwazane

zadanie przyjmuje zatem postac

]. Zdefiniujmy zbiér X w postaci X = {z € Z" : ALz > by}. Mozemy

minimalizowaé cl'z
wzgledem reX (2.64)
przy ograniczeniach ATz > b;.
Funkcja Lagrange’a tego zadania ma postac
L(z,y) = 'z +y" (b — A )
Mamy wobec tego
Lp(y) = inf{c'z+y" (b — Al2)}
= biy+inf{(c— Aiy)'z}

= —(=bly+ Slelg{(Aly —c)'z}).
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Zadaniem dualnym do zadania (2.64) jest zadanie

minimalizowaé h(y) = —bly + sup,cx{(A1y — ¢)'z}
wzgledem y > 0.

Zadanie to jest zadaniem minimalizacji wypuklej, ale najczeSciej nierézniczkowalnej. Istnieja
jednak efektywne metody rozwigzania takiego zadania. Jest to o tyle wazne, ze majac takie
rozwigzanie y* (nawet przyblizone), mozemy zgodnie ze stabym twierdzeniem o dualno$ci trak-
towaé Lp(y*) = —h(y*) jako (w pewnym sensie najlepsze) ograniczenie dolne optymalnej wartosci
funkcji celu zadania (2.63). Niestety, w ogélnym przypadku luka dualno$ci jest najczeSciej wiek-
sza od zera.

2.4.4 Punkty siodlowe funkcji Lagrange’a

Podamy teraz pewne zwigzki pomiedzy rozwiazaniem zadania minimalizacji z ograniczeniami
nieréwnosciowymi (2.59) a punktem siodlowym funkcji Lagrange’a.

Definicja 2.4.10 Méwimy, ze para (z,y) € XX Y jest punktem siodtowym funkcji K : XxY —
R jesli
vxEvaEY K(jvy) S K(i’7g) SK(Q?,@)

Twierdzenie 2.4.11 Para (7,7) € X x R jest punktem siodtowym funkcji Lagrange’a dla
zadania (2.59) wtedy i tylko wtedy gdy

(i) £ minimalizuje L(-,7) na X,
(i) ¢(z) <0,i€l,
(iii) A\ici(7) =0,i € 1.
Dowdéd.

(=) Niech (z, y) bedzie punktem siodlowym funkcji Lagrange’a. Warunek (i) wynika bezpo§red-
nio z drugiej nieréwnoséci w definicji punktu siodlowego. Natomiast z pierwszej z tych
nieréwnosci mamy dla dowolnego y € R}

f@) +y'e(@) < f(2) + 7 c(@).
Stad
(y—9)c(@) <0
dla dowolnego y € R’}. Biorgc w ostatniej nieréwnosci

Y=, dic, A+ L A, s A)

dla i € I otrzymamy warunek (ii). Natomiast biorgc w niej y = 0 otrzymamy §7¢(z) >
0. Poniewaz y > 0 i (na mocy udowodnionego juz warunku (ii)) ¢(z) < 0, wiec stad
otrzymujemy prosto warunek (iii).

(<) Przypusémy teraz, ze spelnione sa warunki (i)-(iii). Pierwszy z nich oznacza, ze
L(z,y) < L(z, ).
Dalej mamy dla dowolnego y > 0

L(z,y) = f(z) +y" (1) = 1@ 5 1@+ j'o(7) = L(z,7)
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Uwaga 2.4.12 W dowodzie twierdzenia nie korzystaliSmy z rézniczkowalno$ci a nawet z cigglosci
funkcji f,¢;,7 € I, wiec jest ono prawdziwe nawet bez tych zalozen.

Wnhiosek 2.4.13 Jesli para (Z,y) € R" xR jest punktem siodtowym funkcji Lagrange’a zadania
minimalizacji rézniczkowalnej (2.59), gdzie X = R", to jest ona punktem Kuhna—Tuckera.

Twierdzenie 2.4.14 Jesli dla zadania minimalizacji wypuktej para (Z,7) € R" xR jest punk-
tem Kuhna—Tuckera, to jest ona punktem siodtowym funkcji Lagrange’a.

Dowdéd. Dla zadania minimalizacji wypuklej funkcja Lagrange’a L : R" x R — R jest
funkcja wypukty pierwszej zmiennej = dla dowolnej ustalonej drugiej zmiennej y > 0. Wéwczas
warunek

(i) Z minimalizuje L(-,7) na R"

jest oczywiScie rownowazny warunkowi

(1) VI(2) + XL A Ve() = 0

Zatem twierdzenie jest konsekwencjg twierdzenia 2.4.11 i postaci warunkéw Kuhna—Tuckera
dla zadania minimalizacji wypukliej. m

Wnhiosek 2.4.15 Dla zadania minimalizacji wypuktej rézniczkowalnej para (z,y) € R xR jest
punktem Kuhna—Tuckera wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona punktem siodtowym funkcji Lagrange’a.

Twierdzenie 2.4.16 Jesli para (Z,y) € R* x R jest punktem siodtowym funkcji Lagrange’a
zadania (2.59), to T jest rozwigzaniem tego zadania.

Dowdéd. Niech para (7,7) € R" x R} bedzie punktem siodlowym funkcji Lagrange’a zadania
(2.59), czyli
f@) +yte(@) < f(2) + 5 e(2) < fl2) + 9" c(x) (2.65)

dla dowolnego x € R™ i dowolnego y € R''. Na mocy twierdzenia 2.4.11 mamy ¢;(z) < 0,7 € I,
czyli T jest rozwiazaniem dopuszczalnym zadania (2.59). Niech x bedzie dowolnym rozwigzaniem
dopuszczalnym tego zadania, czyli ¢;(z) < 0,7 € I. Z twierdzenia 2.4.11 i z drugiej nieréwnosci
(2.65) otrzymamy

f(@) = f(@) + 5 c(z) < flz) + 7 c(x) < fla).

Oznacza to, ze T jest rozwigzaniem zadania (2.59). m

2.4.5 Interpretacja ekonomiczna dualnosci

Przypusémy, ze na rynku dziala producent wytwarzajac pewne towary Ti,...,T,,, do produkcji
ktérych potrzebne sa pewne surowce Sq,...,5,,. Z drugiej strony rynek ustala ceny tych surowcéw.
Mozemy wiec rozwazaé dwuosobowa gre o sumie zerowej (miedzy producentem a rynkiem).
Zadaniem producenta jest maksymalizacja swojego zysku, zas zadaniem rynku jest minimalizacja
zysku producenta (bedacego jednoczednie strata rynku). Wielko$é produkcji okreélona jest przez
wektor z = (1, ..., T,), gdzie x; jest iloécia jednostek wyprodukowanego towaru T, j =1, ..., n.
Z kolei wektor y = (A1, ..., \,y) okresla ceny poszczegélnych surowcéow. Niech X C R™ bedzie
pewnym podzbiorem mozliwych wektoréw produkcji (np. X = R%) i niech Y = R7' bedzie
zbiorem mozliwych wektoréw cen. Przypu$émy, ze producent dysponuje zasobami surowcowymi
b= (By,...,B,,). Niech f(x) bedzie zyskiem producenta odpowiadajacym wektorowi produkcji
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x € X i niech h;(x) bedzie odpowiadajaca mu iloScia i-tego zuzytego surowca. Producent stara
sie wiec wyznaczy¢ taki wektor produkcji x € X, ktory jest rozwigzaniem nastepujacego zadania

maksymalizowaé f(z)
wzgledem reX (2.66)
przy ograniczeniach h;(x) < [, i=1,...,m.
Zadanie to mozna zapisa¢ w postaci (2.59). Funkcja Lagrange’a L : X x Y — R dla tego zadania
ma wiec postac

L(z,y) = —f(z) + Z Ai(hi(x) — B;).

Poniewaz (5, — h;(z) jest nadwyzka i-tego surowca odpowiadajacym wektorowi produkcji = i
producent moze te nadwyzke sprzeda¢ (lub kupié¢ jesli jest ona ujemna) po cenie jednostkowe;
Ai, @ =1, ...,m, wiec funkcje przeciwna do funkcji Lagrange’a

—L(x,y) = f(z) + Z Ai(B; — hi(z))

mozemy interpretowac jako calkowity zysk producenta powstaly w wyniku produkcji towaréw i
sprzedazy (badz zakupu) nadwyzki surowcéw. Przy okreslonym wektorze cen y € Y dyktowanym
przez rynek, wielkos¢

ilelg[f($> + Z ANi(B; — hi(x))] = — ;Iel;f; L(z,y)
= —Lp(y)

jest maksymalnym calkowitym zyskiem producenta. Z drugiej strony, dla okre$lonego profilu
produkcji z € X, wielko§¢

;gg{[f(x)+ZAi(ﬁi—hi<x>>] = —2161$L(a:,y)
= —Lp(z)

minimalng strata rynku. Zauwazmy, ze para (z*,y*) € X x Y jest punktem siodlowym funkcji
Lagrange’a L wtedy i tylko wtedy gdy Lp(z*) = Lp(y*). Rownos¢ ta oznacza, ze maksymalny
calkowity zysk producenta jest réwny minimalnej catkowitej stracie rynku. Dla pary (z*,y*)
zachodzi wigec réwnowaga: producentowi nie optaca si¢ zmienia¢ profilu produkeji z* i rynkowi
nie oplaca sie zmienia¢ wektora cen y*.

Przypuéémy teraz, ze X = R” i niech (z*,y*) € X X Y bedzie punktem siodlowym funkcji
Lagrange’a L. Zgodnie z wnioskiem 2.4.13 para (z*,y*) jest punktem Kuhna—Tuckera dla zada-
nia (2.66). Z warunkéw komplementarnoSci A! (5, — h;(z*)) = 0, i = 1,...,m, wynika, ze jeSli
nadwyzka i-tego surowca (3, — h;(z*) jest dodatnia, to jego cena \; jest réwna zeru, i = 1, ..., m.
Fakt ten mozna réwniez wywnioskowa¢ z przedstawionej interpretacji ekonomicznej. Przy-
puéémy bowiem, ze producent przy profilu produkcji * nie zuzyt catkowicie i-tego surowca, czyli
hi(z*) < ;. Gdyby cena A} tego surowca podyktowana przez rynek byla dodatnia, to zwieksza-
jac ja i pozostawiajac pozostale ceny na dotychczasowym poziomie mozna by doprowadzi¢ do
zwigkszenia zysku producenta. Byloby to jednak sprzeczne z tym, ze dla pary (z*,y*) zachodzi
opisana wyzej réwnowaga. Pierwszy z warunkéw Kuhna—Tuckera V,L(z*,y*) = 0 ma réwniez
prosta interpretacje ekonomiczng. Warunek ten oznacza bowiem, ze V f(z*) = > | A\IVh;(2*).
Zauwazmy, ze w sumie wystepujacej po prawej stronie sktadniki odpowiadajace dodatnim nad-
wyzkom surowcéw mozna pominac. Woéwczas bowiem odpowiadajace im ceny surowcéw sa
réwne zeru. Zatem ostatnia rownoS¢ oznacza, ze marginalny zysk ze sprzedazy towaréw jest
réwny marginalnemu kosztowi zakupu surowcéw.



