Przykladowe zadania egzaminacyjne z metod optymalizacji

1. Niech A = [a;;| bedzie macierza typu m x n i b e R™.

a) | 2 | Pokaza¢, ze macierz AT A jest nieujemnie okre§lona.

J )
(b) Pokazaé, ze macierz AT A jest dodatnio okreslona jesli A jest pelnego rzedu kolumnowego.
(c) Przypu$émy, ze m = n i A jest macierzg symetryczng. Co nalezy zalozy¢, aby funkcja

f(z) = 3(z — b)T A(z — b) byla wypukla. Odpowiedz uzasadni¢.

(d) Przypu$émy, ze m =nia; > 0dlai=1,2,...,n. Czy macierz A jest dodatnio okre$lona?
OdpowiedZ uzasadnié.

2. Dane sy zbiory A = {(z,y) € R? :exp(—a2? —y?) > 1}, B={(z,y) e R?:z+y > 1}, C = {(z,y) €
R?:y <sin(i7rz)}.
(a) Narysowa¢ zbiory A, B, C.
(b) Ktére ze zbioréw A, B,C, A", B',C', ANBNC,ANBNC,ANB'NC, ANBNC’ sa wypukle?
(c) Wyznaczy¢ punkty ekstremalne zbioréw A i B.
(d) Przedstawi¢ postaci otoczek wypuktych zbioréw A, B, C.
3. Niech X C R bedzie zbiorem wypuklym oraz f : R — X i g : X — R beda funkcjami $cisle
wypuklymi, za§ A bedzie macierzg typu n x m.
(a) Czy g o f jest funkcja wypukla? Jesli tak, uzasadni¢. Jesli nie, poda¢ kontrprzyktad.
(b) Czy funkcja f osigga minimum? OdpowiedZ uzasadnic.

(c) Czy funkcja p : R™ — X okre$lona wzorem p(z) = f(Az) jest funkcja wypukla? Jesli tak,
uzasadni¢. Jesli nie, poda¢ kontrprzyktad.

(d) Niech D C R™ bedzie zbiorem niepustym, domknigtym, wypuklym i ograniczonym. Czy
funkcja ¢ : D — R okre§lona wzorem ¢(z) = || f(Az)|| osiaga minimum. OdpowiedZ uzasadni¢.

4. Funkcja f : R? — R okre$lona jest wzorem f(z,y) = x* + 22%y? + y*.
(a) Czy f jest wypukta? Odpowiedz uzasadnié.

(b) Czy f osigga minimum? OdpowiedZ uzasadnic.
(c) Czy f jest koercytywna? OdpowiedZ uzasadnic.
(d) Zbada¢ okreslono$é hesjanu funkcji f.

5. Dane sg zbiory A = {(z,9,2) e R®: 2 +y+2=2}i B = {(v,9,2) € R®: 2+ 2y + 32 = 6}.
Wyznaczy¢ punkt wspdélny zbiorow A i B o najmniejszej normie. Uzasadni¢ poszczegdlne etapy
rozumowania.



