Wstep do algorytmow rekurencyjnych

O rekurencji mowimy wowcezas, gdy definicja jakiego$ pojecia odwotuje si¢ do niego samego.
Z logicznego punktu widzenia poprawna definicja pojecia nie moze odwotywaé si¢ do niego
samego (wlasnie to wySmiewa potoczne powiedzenie: ,,maslo maslane®), atylko do pojgé,
uznanych za nie wymagajace definicji (tzw. poje¢ pierwotnych), lub poje¢ zdefiniowanych
wcezesniej. W pewnych sytuacjach jednak, po nalozeniu odpowiednich ograniczen, mozliwa jest
definicja pojecia na bazie niego samego. Jak moze wyglada¢ taka definicja, dowiemy si¢ analizujac
nastgpujace zagadnienie. Liczba, zwana silnia (z liczby naturalnej) okreslona jest nast¢pujaco:
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Poniewaz silnia z liczby n jest rowna ilosci permutacji zbioru n-elementowego (ilosci sposobow,
w jaki mozna ustawi¢ wszystkie elementy zbioru w szereg, w roznej kolejnosci), wygodnie jest
rozszerzy¢ definicj¢ silni przyjmujac, ze silnia z zera wynosi 1 (zbior pusty daje tylko jedna
mozliwo$¢ ustawienia jego ,.elementow™). Tak rozszerzona definicje silni mozna wyrazié
rekurencyjnie w nastgpujacy sposob:
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W zwiazku z powyzsza definicjq silni mozna mie¢ dwa pytania:
- gdzie jest odwolywanie si¢ pojg¢cia silni do niego samego?
- dlaczego taka definicja jest poprawna?

Druga linia powyzszej definicji to stwierdzenie, ze silnia z pewnej liczby n moze by¢
wyznaczona na podstawie silni z liczby n-1. Definicja pojgcia silni odwoluje si¢ zatem do pojgcia
silni, ato jest cecha definicji rekurencyjnej. Pozostaje wyjasnienie, dlaczego taka definicja jest
poprawna. Jest taka dlatego, ze definicja silni z n co prawda opiera si¢ o definicjeg silni, ale z innej
liczby (konkretnie z n-1), aw tzw. przypadku brzegowym — jest nim pierwsza linia definicji,
okres$lajaca, ze silnia z zera, bgdacego najmniejsza liczba naturalna, jest rowna 1 — warto$¢ silni
dana jest z definicji. Mozna ponadto zauwazy¢, ze skoro dana jest z definicji wartos¢ silni z zera,
a silnie z wszystkich wigkszych od zera liczb mozna wyznaczy¢ na podstawie znajomosci silni
z liczby o jeden mniejszej, to taka definicja, zgodnie z zasada indukcji matematycznej, generuje
nieskonczony ciag liczb — wartosci silni z n. Konsekwencja odwotywania si¢ definicji silni do
pojecia silni z liczby o jeden mniejszej jest to, ze aby obliczy¢ silnig z n wigkszego od zera, musimy
wyznaczy¢ kolejno silnie z n-1, n-2 (potrzebna do wyznaczenia silni z n-1), n-3 itd. az dojdziemy do
wyznaczenia silni z zera, ktéra jest dana z definicji. Zaleta algorytmoéw rekurencyjnych jest to, ze
bardzo prosto daja si¢ zapisa¢ w jezykach programowania, ktore dopuszczaja wywotanie funkcji
przez sama siebie. C++ jest tego typu jezykiem. Spojrzmy na listing (plik silnia.cpp):

#include<iostream>
using namespace std;

unsigned long silnia(unsigned long);

int main()

{

unsigned long argument;

cout<<"Program wylicza silnie z liczby algorytmem rekurencyjnym' <<endl;
cout<<'"Podaj liczbe: ";

cin>>argument;

cout<<"Silnia z liczby "<<argument<<" wynosi ""<< silnia(argument) <<endl;

}

unsigned long silnia(unsigned long liczba)

{



}

Z powyzszych trzech elementdow (signed/unsigned, short/long, int) musi pojawi¢ si¢ co najmniej
jeden. Jesli tym jedynym elementem nie jest stowo int, to mozemy (cho¢ nie musimy) je pominagé.
Przyktadowo uzyty w programie typ unsigned long to liczba dtuga bez znaku (int pominigto).

if(liczba==0) return 1;
else
return liczba * silnia(liczba-1);

W powyzszym listingu pojawia si¢ nowy typ zmiennej, a mianowicie unsigned long. Do tej
pory uzywaliSmy jako zmiennych, przechowujacych liczby catkowite wylacznie zmiennych typu int.
Istnieje sze$¢ typow catkowitoliczbowych w C++, tworzone sa one nastgpujaco:

najpierw podaje sig, czy liczba ma byc¢ ,,ze znakiem” — signed , czy ,,bez znaku” — unsigned. Jesli
nie podamy zadnego z tych dwdch modyfikatorow, domysinie przyjmuje si¢ modyfikator signed
(liczba ze znakiem charakteryzuje si¢ mozliwoscia zapisania liczb ujemnych, zera iliczb
dodatnich, liczba bez znaku umozliwia zapisanie wytacznie zera i liczb dodatnich).

nastgpnie podaje si¢ opcjonalnie, czy chcemy ,,krotsza” postaé niz typ int (mniej bajtow pamigci,
co oznacza mniejszy zakres liczb, mozliwych do zapisania) — short lub ,,dtuzsza” — long (wigcej

bajtow itd.).
Na koniec pozostaje stowo int, oznaczajace liczbg catkowita.

Nastgpny przyktad definicji rekurencyjnej, ktéry zostanie omdéwiony, to sposob okreslenia
formatu standardowych papieréw serii ,,4”. Rozmiary tych papierdw, o oznaczeniach od A0 do 47,
okreslone sa rekurencyjnie w nastepujacy sposob: format 40 ma rozmiar 840 na 1188 mm, za$ aby
przejs¢ na numer o jeden wigkszy, nalezy podzieli¢ wigkszy z wymiarow (czyli szerokos$¢ lub
wysoko$¢ arkusza) przez dwa. Ponizszy program wypisuje na ekran wielko$¢ wszystkich arkuszy

papieru formatow 4.

#include<iostream>
using namespace std;

bool papier(unsigned numer, double &szerokosc, double &wysokosc);

int main()

{

}

cout<<"Program wyznacza wielkosci znormalizowanego papieru' <<endl;
cout<<"Format\tSzerokosc\tWysokosc' <<endl;
for(unsigned i=0; i<=7; i++)

{
double a,b;

if( papier(i, a, b))

cout<<"A"<<i<<"\t"<<a<<" mm\t\t"'<<b<<" mm'<<endl;
}

bool papier(unsigned numer, double &szerokosc, double &wysokosc)

{

if(numer==0)

{
szerokosc=840;
wysokosc=1188;
return true;

else if(numer<=7)

{

double szer,wys;

papier(numer-1, szer, wys);
if(szer>wys) szer/=2; else wys/=2;
szerokosc=szer;



wysokosc=wys;
return true;

}

else return false;

}
Program w trakcie pracy wyswietla na ekranie:

Program wyznacza wielkosci znormalizowanego papieru

Format Szerokosc Wysokosc
A0 840 mm 1188 mm
Al 840 mm 594 mm
A2 420 mm 594 mm
A3 420 mm 297 mm
A4 210 mm 297 mm
A5 210 mm 148.5 mm
A6 105 mm 148.5 mm
A7 105 mm 74.25 mm

Nowym elementem j¢zyka C++, ktory pojawit si¢ w programie jest tzw. przekazywanie
(parametrow do funkcji) przez referencjg. Spdjrzmy na prototyp:

void papier(unsigned numer, double &szerokosc, double &wysokosc);

Argumenty szerokos¢ oraz wysokos¢ poprzedzone sa znakiem & (ang. ampersand). Co spowoduje
takie zdefiniowanie argumentdw? Przekazanie zmiennej przez referencj¢ pozwala zmienié jej
warto$¢ z wnetrza funkcji, do ktoérej ja wysylamy jako argument. Jak powyzszy mechanizm
wykorzystywany jest w omawianym programie? Oto fragment funkc;ji:

{

double szer,wys;

papier(numer-1, szer, wys);
i.t.d.
}

Po wywotaniu funkcji papier, w zmiennych szer oraz wys beda wpisane rozmiary papieru
A (numer - 1), zapisane tam przez wywotana funkcjg. Jesli zamiast przekazywania argumentéw
przez referencje¢ uzyte zostatloby przekazywanie argumentéw przez wartos¢, funkcja przez nas
wywolana nie bytaby w stanie zmieni¢ warto$ci zmiennych szer ani wys. Argumenty sa zmiennymi
dostepnymi tylko dla funkcji, do ktorych na etapie jej wywotania wpisywane sa konkretne wartosci,
zaprogramowane w miejscu wywotania. Do tej pory w funkcjach, mimo iz jest to dozwolone, nie
probowaliSmy przypisywac nic do argumentéw funkcji. Argumenty sa pelnoprawnymi zmiennymi,
wigc mozna dokonywa¢ na nich przypisania, cho¢ zazwyczaj si¢ tego unika, by nie straci¢
oryginalnych warto$ci argumentow. Jednakze w ponizszym wywolaniu:

int silnia(int k);

int main()

{

int m, n;

n=silnia(m);

}

nawet jezeli sprobujemy przypisa¢ warto$¢ do argumentu funkcji £ wewnatrz funkcji silnia, nie uda
si¢ nam zmieni¢ wartosci zmiennej m, znajdujqcej sie¢ w funkcji main() - zmieni si¢ jedynie warto$¢
k. Jezeli jednak funkcja silnia bytaby zadeklarowana nast¢pujaco (znak & musi pojawic si¢ réwniez
w definicji funkcji):

int silnia(int &Kk);

to przypisanie wartosci referencji k wewnatrz funkcji silnia zmieni warto$§¢ zmiennej m w funkcji



main()! Te technike nalezy stosowaé ostroznie, gdyz moze prowadzi¢ do powstania trudnych do
wykrycia bledow. Czgsto stosuje si¢ ja do zwracania przez funkcjg kilku wartos$ci, tak jak w naszym
przypadku — chcemy zwrdci¢ szerokos$¢ 1 wysoko$¢ arkusza papieru, zas z funkcji mozna zwrdcié
tylko jedna warto$¢ (jakkolwiek mozna zwrdci¢ z funkcji tzw. struktureg, ktora zazwyczaj zawiera
w sobie wiele informacji, jest to traktowane nadal jako zwrot jednej wartos$ci ztozonego typu
jezyka), wigc wykorzystujemy argumenty funkcji, ktérych moze by¢ wiele, jako ,,droge* zwrdcenia
informacji na zewnatrz. Dla porzadku dodam, Ze istnieje réwniez trzeci sposob wysylania
argumentoéw do funkcji, tzw. wysylanie przez wskaznik, ktory rowniez pozwala na zmiang wartos$ci
zmiennych, znajdujacych si¢ poza funkcja.

Za wyjatkiem przekazywania argumentéw przez referencje, funkcja realizuje w mozliwie
prosty sposob swoje dzialanie definicyjne, polegajace na podzieleniu dluzszego zrozmiarow
papieru o mniejszym o jeden indeksie przez dwa izwroceniu wynikow przez referencje lub
zwrocenie wymiaréw formatu 40.

Wigcej informacji na temat referencji i ich uzywaniu znajda Panstwo w rozdziale 9. ksiazki
,Ct++ dla kazdego”, autorstwa Jesse Liberty.



