Matematyka [

WYKZLAD 9.

ALGEBRA WEKTOROW. PRZESTRZENIE WEKTOROWE
. PRZESTRZEN WEKTOROWA

Przestrzen Euklidesowa E’ - zbior punktow
Wspotrzedne punktéw w E’ — trojka liczb rzeczywistych
Kartezjarski uktad wspotrzednych w E> —
e Poczatek uktadu, np. punkt p, .
e Trzy wzajemnie prostopadte proste poprowadzone przez punkt p, - osie x, y, z
uktadu.
e Jednostki dlugosci okreslone na kazdej osi.
e  Wspoéhrzedne (a,b,c) punktu p — rzuty punktu p kolejno na osie x, y, z.

* P(x,y,z)

0. 0)

v

Uklady wspoltrzednych: krzywoliniowe, cylindryczne, walcowe, sferyczne.

Uwaga

Dziatania na zbiorach i punktach przestrzeni E’ sg rownowazne dziataniom na
uktadach liczb rzeczywistych 1 ich zbiorach

Uogolnienie na przestrzen n — wymiarowg
Przestrzen Euklidesowa n — wymiarowa, E"

Wspotrzedne punktow w E" - uktad n liczb,
(a,,a,,...,a,)

Przyklad

E' - zbior punktow postaci (a), prosta liczbowa

E? - zbi6r punktéw postaci (a,b), plaszczyzna

E* - czasoprzestrzen
Analiza obiektow geometrycznych w terminach przedstawionej reprezentacji — geometria
analityczna.
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Matematyka [

Definicja

Wektorem nazywamy uporzadkowang pare punktow
(4, B), czyli odcinek skierowany o poczatku w punkcie 4 i1 o koncu w punkcie B.

B

Definicja

Wektorem o dlugosci n nazwiemy uklad liczb rzeczywistych postaci [a;,az,...,a,]; gdzie ;

oznacza roznic¢ odpowiednich wspotrzgdnych punktow 4 1 B.

liczby a;,a,,...,a, sa wspotrzednymi wektora.

N
Oznaczenia wektora: a, a, AB

Przestrzen wektorowa n — wymiarowa - R"
o Dzialania na wektorach

Definicja

Dtugoscig lub modulem wektora AB , oznaczanym przez |AB| lub AB, nazywamy diugos¢

odcinka AB .

Wielkosci okreslajqgce wektor:

e Kierunek wektora

Jezeli koniec B wektora 4B nie pokrywa si¢ z jego poczatkiem 4 to méwimy o kierunku
wektora, utozsamiajac ten kierunek z kierunkiem prostej wyznaczonej przez punkty 4 i B.

Przypominamy: kierunek prostej jest to ta jej wlasnos¢, ktorg majg wszystkie proste do niej
réwnolegte 1 tylko te proste.

° Zwrot wektora

Prosta 4B mozna wtedy skierowac nadajac jej zwrot w wyniku przyjecia umowy dotyczacej

nastepstwa punktow uznanego za dodatnie. W ten sposob nadajemy wektorowi 4B zwrot
zgodny ze zwrotem skierowanej prostej AB, na ktorej A poprzedza B.
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Matematyka [

e Dlugos¢ wektora

Dwa punkty P;(x;,y;,z;) 1 Pa(x2,y2,22) wyznaczaja odcinek Iﬁ , ktorego dtugos¢ PP,
obliczamy ze wzoru:

PP, :\/(x2 _x1)2 +(J/2 _y1)2 +(Zz _Zl)z

Zastosowanie wektorow

e fizyka: natezenie pola elektrycznego, predkos¢, przyspieszenie, natezenie pola
magnetycznego, linie sit pola magnetycznego

o grafika komputerowa. kwantyzacja wektorowa — metoda kompresji danych
wykorzystujgca analize skupien zbioru danych wielowymiarowych

e analiza danych

Definicja

Kgtami kierunkowymi wektora a w kartezjanskim_ukladzie wspotrzednych nazywamy katy

a,pB.y;
jakie ten wektor tworzy z kolejnymi osiami uktadu wspotrzednych.

Wspotrzedne wektora a wyznaczone przez kosinusy kierunkowe

a=la,a,a.]

a,=acosa, ay=acosﬂ, a,=acosy

1N}
’
1
l
I

v

Definicja

Wersorem (lub wektorem jednostkowym) nazywamy kazdy wektor o dlugosci jeden.

Wynika, ze wspoirzedne wersora sg rowne jego kolejnym kosinusom kierunkowym
a4 =|[cos a, cos 3, cos 7|
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Matematyka [

Definicja

Wersorem niezerowego wektora a=[a, ,a, a.], 0znaczanym przez d nazywamy wersor
zgodnie rownolegly z tym wektorem, przy czym

&:lax/a, a,/a, az/aJ, gdy a=0

Mowimy takze, ze wektor a jest wektorem unormowanym; operacj¢ prowadzaca od wektora
niezerowego do jego wersora nazywamy normowaniem wektora.

Definicja
Wersorem osi liczhowej s, oznaczanym przez §, nazywamy wersor zgodnie rownolegly z tg

0si3.

Jezeli wigc katami kierunkowymi osi s s3 odpowiednio katy «, S, ¥ co zapisujemy
s(a, B,y), to

§=[cos ax, cos f3, cos 7]
Wersory osi uktadu kartezjanskiego OXYZ, nazywane takze wersorami uktadu
kartezjanskiego, oznaczamy odpowiednio przez i, j oraz k, przy czym

i=[10,0], ;=1[0;1;0], k=10;0;1]

A

y

(0, 0, 0) x

IN

Definicja
Kgtem niezerowych wektorow a i b, oznaczanym przez < (a, b) lub krotko (a, b),

nazywamy kat, jaki tworzy jeden z tych wektorow z osig zgodnie rownolegta do drugiego z
wektorow.

Z definicji tej wynika, ze kgt (a, b) = kgt (b, a)
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Uwaga

e Gdy dwa niezerowe wektory sa zgodnie réwnolegle, co oznaczamy przez a 1T b, to ich
kat jest rowny zeru;

e Gdy dwa niezerowe wektory sa przeciwnie réwnolegle, co oznaczamy przez a T4 b, to ich
kat wynosi 7T ;

o W przypadku nierownolegtosci wektorow ich kat spetnia nierownosci: 0< kgt (a, b)<r

T
%

IS

° Suma wektorow

Definicja

Sumgq wektoréw a i b, oznaczong przez a + b, nazywamy wektor o poczatku w poczatku
wektora a 1 koncu w koncu b, gdy poczatek wektora b pokrywa si¢ z koncem wektora a.
b

L
U

Y
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Z definicji sumy wynika natychmiast, ze a + b jest przekatng rownolegloboku zbudowanego
na wektorach a 1 b.

Twierdzenie

Dodawanie wektordéw jest przemienne
atb=b+a

e Dodawanie wektorow jest tgczne
(at+b)+c=a+(btc)

¢ FElementem neutralnym dodawania wektoréw jest wektor 0
at0=0+a=a
e Dla kazdego wektora a istnieje jedyny wektor przeciwny do niego, oznaczony przez — a.
Wiasnosci wektora — a:

1.

2. zwrot wektora — a jest przeciwny niz zwrot wektora a
3. kierunek wektora — a jest taki sam jak kierunek wektora a

IS

. Odejmowanie wektorow

Korzystajac z oczywistej wlasnosci dodawania:
(@=b) = (@+c=>b +¢

Definicja
Rozinica wektorow a i b (odejmowanie wektora b od wektora a) << dodawanie do wektora a

wektora przeciwnego do b

at(-b)=a-b
J Tloczyn wektora i liczby
[ ]

. Definicja
Tloczynem roZnej od zera liczby ﬁu i niezerowego wektora a nazywamy wektor o dtugosci
|ﬂ,| a zgodnie rownolegly z wektorem ¢ gdy A >0, a przeciwnie réwnolegly gdy 41 <0; w

przypadku gdy @ = 0 lub 4 =0 iloczyn Aa = 0.
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Z powyzszej definicji wynika, ze jezeli a jest wersorem niezerowego wektora a o dlugosci a,
to a=aa

~ 1
a=—a=[ax/a; a,la az/a]
a -
oraz, ze
Mua)=(Au)a, A,u -dowolne liczby

Iloczyn wektora i liczby jest rozdzielny wzgledem dodawania liczb oraz wzglgdem dodawania
wektorow

A+wa=la+ pa
A@a+b)=Aa+ 1b
Twierdzenie

Rzut na osi iloczynu wektora przez liczbg jest rOwny rzutowi tego wektora na te 08
pomnozonemu przez t¢ liczbe

rzut, (/1 a): Arzut_ a
rzut (A a)
Twierdzenie

Wspotrzedna iloczynu liczby 1 wektora na osi jest rowna iloczynowi tej liczby 1 wspotrzednej
tego wektora na tej osi

WP, (Aa) = Awsp a

tzn. a =|ay,..., ar]to: ¢ [ay..., ax |=[cay,...,cax]

LINIOWA NIEZALEZNOSC WEKTOROW

Definicja

Kombinacja liniowg wektoréow a, 1=1, 2, ...,n nazywamy wektor postaci

v = 2 A, a =ha +ha, ...+ 4, a,

gdzie A.,i =1, 2, ..., n sa liczbami rzeczywistymi.
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Przyklad

Kombinacje liniowe wektorow

ad,

IN]

+b, aa +pb

Przyklad
[4, 5, -8]1=1[0, 1, 0] +2[2, 2, -4]

4[1,2, 3] +5[-3,4,2] —4[1, 0, 1] =[-15, 28, 18]

Przyktad
Rozklad wektora a na wspotrzedne kartezjanskie

Jezeli wektor a = [a,,a ,a_], to rzutami wekiora a

na osie uktadu kartezjanskiego sq wektory

a,=1a.001, d,=[0.a,0]. a,=[00,a.]

Wektor a mozemy zapisac w postaci

v

Kazdy wektor mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu dtugos$ci tego wektora 1 jego wersora

a, k _gdziei, j, k sqg wesorami osi odpowiednio OX, OY, OZ

Q
I
RQ
LN
Q
I
[
=~
Q
I
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A zatem gzaxiJraijr ClZl_c

Whiosek

Kazdy wektor mozemy przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wersorow uktadu
kartezjanskiego.

Przyklad
[5, 3, 2] =35[1, 0 0]+3[0 1, 0]+ 2[00, 1]

Definicja
Wektory ay; Ay Ay sa liniowo niezaleine wtedy

1 tylko wtedy gdy dla kazdego uktadu ¢,,c,,...,c, liczb

rzeczywistych, jezeli c, A+ 0y T+, A =010 ¢ =c,=...=¢, =0

Jezeli wektory a;.a, 7 .ay, r;ie g liniOW(; niezalezne, to méwimy, ze sa one liniowo
zaleine. - _

Przyklad

Jezeli wektory a,.a, sq liniowo zalezne, to istniejq liczby c,,c,; gdzie ¢, #01lubc, #0,
takie, ze c, a,+c,a, = 0

C,

Jesli np. ¢, #0 to wtedy a, = _c_az
— 1

Definicja

Dwa wektory sa réwnolegle jezeli jeden z nich jest pewna kombinacja liniowa drugiego.

Jezeli wektory a, A, ,a; 54 liniowo zalezne, to istniejg

¢,,C,,C; takie, ze ¢, #0 lub ¢, #0 lub c; #0 oraz

aay+¢,0, +6 A, =0

Jezelinp. ¢, #0 to a, = —C—2a2 —C—3a3 a zatem wektor dy jest liniowg kombinacjg
— c —

¢

pozostatych.
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Twierdzenie

Uktad wektorow a;.a,,---da, jest liniowo zaleZny

wtedy i tylko wtedy, gdy pewien sposrod wektoréw
a;-a,»--a, jest liniowa kombinacja pozostatych.

Przyklad
Wektory [1, 2, 3], [-3,4,2],[1,0, 1], [-15, 28, 18] sg liniowo zalezne
4[1,2,3]+5[-3,4,2]—-4[1,0, 1] =[-15, 28, 18]

. Kryterium liniowej niezaleznosci wektorow

Uktad wektoréw Ay Ay Ay 0 dtugosci n jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy,

gdy uktad réwnan:

A-c=0

gdzie A jest macierza o kolumnach a;-ay,---ay »

Izn.
G
. G
A:[a15a2’5ak] I Cc=
Ck
ma doktadnie jedno rozwiqzanie postaci: ¢,=c,=...=c, =0

z twierdzenia Kroneckera — Capelliego, wynika, ze wtedy rzad A =k

Twierdzenie

Dla uktadu wektoréw a;-ays--Ay rozwazmy macierz A o kolumnach a;.ay,---ay -

Uktad wektorow a;.ay---d; jest liniowo niezaleiny jezeli rzqd A = k.

Twierdzenie

Zaden uktad a;.ay....d wektoréw dtugosci z nie jest liniowo niezalezny.

n+l
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Dowod

Matematyka [

Macierz [al Ay sy ] ma wymiar (n+1)xn, a zatem nie moze mie¢ rzedu rownego

n+l.

Twierdzenie

Uktad wektoréw a,;.a,-»d, o dlugosci n jest liniowo niezalezny wtedy 1 tylko wtedy

gdy

detA(al,az,...,an);tO

Przyklad

Sprawdzié¢, czy wektory
[Z, 2, 3], [2, 3, 4],

sq liniowo niezalezne

AW
(SN Y

Det A =0 = wektory sq liniowo zalezne.

BAZA W PRZESTRZENI WEKTOROWEJ

PRZYPOMNIENIE
Definicja

Wektory a; Ay - 59 liniowo niezaleine wtedy

i tylko wtedy gdy dla kazdego uktadu c,,c,,...,c, liczb
rzeczywistych, jezeli

aap+e,dyt.te dy =0

to

[3, 4, 5]
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Jezeli wektory a;-d, - A A nie sq liniowo niezalezne, to mowimy, zZe sq one liniowo

zaleine.

Przyktad

Jezeli wektory a,»a, sq liniowo zalezne, to istniejq liczby c,,c,; gdzie ¢, #0lubc, #0,
takie, zZe c, a,;+c,a, = 0

C,

Jesli np. ¢, #0 to wtedy a,=-—a,

¢
Definicja
Kazdy uktad wektorow z R" o wihasnosci

detA(al Ay ,...,an) #0

nazwiemy bazg w przestrzeni wektorowej R" .
ybazgwp ]

Twierdzenie
Niech wektory a;-a,»--a, beda baza w przestrzeni R".

Kazdy wektor b z tej przestrzeni jest kombinacjg liniowa wektoréw a;-Ay - an , tzn.

b= Crra+ta-a,t...c, A,

wspolezynniki ¢,,c,,...,c, sa wyznaczone jednoznacznie

1 nazywaja si¢ wspoirzednymi wektora b w tej bazie.

Z twierdzenia Cramera wynika, ze uklad réwnan

b= Ca, +c2~a2+...cn~an

ma doktadnie jedno rozwigzanie.
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Przyklad
[-15, 28, 18]1=4[1, 2, 3]+ 5[-3, 4, 2]1-4[1, 0, 1]

Wektor [-15, 28, 18] ma wspotrzedne [4, 5, -4] w bazie zlozonej z wektorow [1, 2, 3], [-3, 4,
2], [1,0, 1]

Baza w przestrzeni R" - uklad n wektoréw

Baza kanoniczna w przestrzeni R"

€,6y,--.€,
gdzie
e = 1,0,...,0), e, = (0,1,0,...,0), ....... , €, = (0,0,...,1)
+
& 7 S
- R X
ey g

Kazdy wektor a = [ x, x,,...,x,] jest reprezentowany w

bazie kanonicznej jako a = Xx, @t eyt e, .

Przyklad
Znalez¢ wspolrzedne wektora
d=[-1-2 3]
w bazie zlozonej z wektorow
a=[1,10], b=[1,01], c=[0 1 1w R’

Oznaczamy szukane wspotrzedne przez x, y, z;
muszg one spetnia¢ rOwnanie:
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X[I, 1: 0] +y[]: 0: ]] tz [0’ ]’ ]] = [_]’ _21 3]

a zatem
x+ty=-1
x+tz=-2
ytz=3

stgd: x=-3,y=2,z=1

Przyklad
Wektor @ ma wspotrzedne [2, 1, -3] w bazie zlozonej

z wektorow [2, 3, 01, [4, 2, 31, [1, 1, 1].

Obliczy¢ wspotrzedne wektora a w bazie
4,0, 11,10, 2, 31,2, 1, 0].

Oznaczamy szukane wspotrzedne przez x, y, z

22,3 01+[4 2 31-3[1, 1, 11=
=x[4, 0, 11+[0, 2, 3]+ z[2, 1, 0]

Uktad trzech rownan z trzema niewiadomymi:

Ix+2z=195
2y+z=135
x+3y=20
Posta¢ macierzowa uktadu:
4 0 2| |x 5
0 2 1||y|=|5
1 3 0|z 0

Jest to uktad Cramera, gdyz wyznacznik macierzy gtownej uktadu jest rozny od zera, a zatem
z twierdzenia Cramera rozwigzanie jest postaci

15 5 70
xX=—-—, y=—, z= —

16 16 16
Podsumowanie

Jezeli wspotrzedne wektora a w kolejnych bazach wynoszg odpowiednio.

[x,x,x%]  wbazie a,.a,.a,
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[y1>y25y3] WbaZie
[21922323] w bazie

wtedy

Xl-a1+x2.a2+x3a3 =

=N 'bl +), 'b2 +y; -b3 =

by.b, b,

C)-Cy-Cy itd.

Zl-cl+Zz-Cz+Z3.C3

Matematyka I
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